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Nesta terceira parte da aula, resolveremos mais alguns
problemas envolvendo a regra da cadeia.

1 Exemplos

Exemplo 1. Considere a fun¢do polinomial de grau 16
Pl)=(((z*+ 12+ 12 +1)* + 1.
Determine P'(1).

Solugdo. Se f é a fungdo quadritica de regra f(x) = 22 +1,
entdo P = fo fo fo f. Utilizando a regra da cadeia varias
vezes, temos

P'(a)=f'((fofo @) (fofof) (o)
= (FUF@)) - F((Fof) (
= f'(f(f(f (@) f'(f(f(2)

para todo z. Como f(1) = 2, f(f

f(f(f(Q1))) = f(5) = 26, vem que

PI) = SN - £ ) - FF) -
= f'(26) - f'(5) - f'(2) - f'(1).
Dai, sendo f’(z)= 2z, obtemos

~
—~
/\

=
%
2
—~
i
=

P'(1) =52-10-4 -2 = 4160.
O

Seja I C R um intervalo. Em alguns dos exemplos a
seguir, nos referiremos a uma fungao f : I — R como sendo
continuamente derivavel, ou de classe C*!, para significar
que f é derivavel em I e f' : I — R é continua.

Exemplo 2.

a) Sejam I um intervalo simétrico (isto é, tal que x € I =
—zx €l)ef:I— R uma funcio diferencidvel. Se f
for uma fungdo par (resp. impar), mostre que f' é uma
fungdo impar (resp. par).
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b) Existe alguma fungio continuamente derivdvel e par f :
R — R tal que cos = 1 — f22 Justifique!

Solugao. Sendo f par, temos f(—z) = f(z) para todo x € I.
Derivando, obtemos, gragas a regra da cadeia, —f'(—x) =
f'(z), de onde se vé que f’ é impar. A demonstragido de que
“f impar = f’ par” é ansloga e serd deixada como exercicio.

Quanto ao item b), a resposta é nao. De fato, se existisse
uma funcdo f naquelas condigbes, entdao, derivando a relacao
dada, terfamos sen = 2f /. Como f é par, o item anterior
assegura que f’ é fmpar, de sorte que f’(0) = 0. Por outro
lado, f(0)2 =1 —cos0 = 0, ou seja, f(0) = 0. Dalf,

senz _ . 2f(x)f'(x)

1= lim
z—0 X x—0 €T
x—0 x—0
=2f'(0) - f'(0)=0,
um absurdo. O

Exemplo 3. Seja f : [0,+00) = R a funcio dada por

\/x+\/x+ x+\/:v+1

com dez raizes quadradas. Calcule f'(0).

Solugao. Para todo n natural, seja f, : [0,4+00) — R defi-
nida por

\/x—i—\/x—i— ac+\/x+1

com n raizes quadradas. Em particular, f = fio.
Afirmamos que cada f, s6 assume valores maiores ou
iguais a 1 e é derivavel.
De fato, considere r : [1,4+00) — R expressa pela regra
r(y) = y/y. Observando que r é derivavel, justificaremos a
afirmagao anterior por inducao em n.
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Para n = 1, denotando por Idg a restricao da funcgao
identidade ao intervalo [0,+00), temos f; = r o (Idg+1),
sendo a composicdo possivel porque Idg+1 > 1. Assim, a
diferenciabilidade de f; segue da regra da cadeia, enquanto o
fato da funcdo r tomar valores na semirreta [1,+00) implica
a desigualdade f; > 1.

O passo de indugao segue a mesma linha de raciocinio
do parédgrafo anterior, pois as hipdéteses “f, > 17 e “f, é
derivavel”, juntamente com a regra da cadeia e o fato de que
frnt1 =7o(Ido +fn), implicam (j& que Ido +f,, > 1 eldg+f,,
é derivdvel) as conclusdes desejadas acerca de fp, 1

Afirmagdo demonstrada, seja x, = f/(0) para cada n
natural. Notando que f,(0) = 1, a relacio f,(x)? = x +
frn—1(z) fornece, por derivacao,

ou seja, 2x, = 1+ x,_1 para cada n € N.

A recorréncia anterior pode ser reescrita na forma x,, —1 =
(xn—1 — 1)/2, de onde se vé que a sequéncia (z, — 1)pen é
uma progressio geométrica de razao 1/2. Como

A0 =Vt T

temos x1 — 1 = f1(0).— 1 = —1/2; assim,

=0

1yn-1 1 1
-0y - gk
logo, x, =1 — 2i Entao,
1 1023
/ = = ]_ —_ = = .
J(0) =210 210 ~ 1024

O

Exemplo 4 (OBMU/2002 - 12 fase/Adaptado). A funcdo
f:(=1,400) = R é continuamente derivivel. Sabe-se que
f(0)=0, f(0) =a e que f(z+1) = e/ para todo z > —1.
Calcule f'(3) e mostre que a > 0.
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Solugao. Temos
f) =/ =1, f2)=e/D =¢, f(3)=e/® =¢"

Derivando a igualdade f(z + 1) = e/(*) com o auxilio da
regra da cadeia, obtemos f'(z + 1) = f'(x)ef®) ou seja,

fllat+1)=f(@)f(z+1), (1)
para cada x > —1. Logo,
fO)=f0)f1)=a, f(2)=rfQQ)f(2)=ae
f'3) = f'(2)f(3) = ae - ¢® = ae'™.

Para discutir o sinal de a, primeiro observe que f(z) =
In(f(z + 1)) para cada > —1. Dali,

li = lim 1 1) =— 2
Jim f) = lm ) = e, (2)
pois limy,_,o4 Iny = —oo e y = f(az + 1) — f(0) = 0, necessa-

riamente pela direita, quando x — —17. Logo, se a # 0, a
relacao da
: o Se+l)  a
1 4 = 1 _— = = :l:
Sm fle) = lim Sy S or T

conforme a seja positivo ou negativo. Todavia, de acordo
com , f ndo pode/ser-decrescente em nenhum intervalo da
forma (—1,—1+4); 0 > 0, impedindo que f’ seja negativa
em tais intervalos. Portanto,

lim f'(x) = +oc.

r——1t

Consequentemente, a # 0 = a > 0; portanto, a > 0. O

Exemplo 5. Seja f: R — R definida por
2?sen(1/xz), se x #£0
fa) = { (1/a), se  #

0, sex =0

Mostre que f € derivdvel, mas f' é descontinua na origem E|

LConfira o 5° parigrafo da secdo Dicas para o Professor na aula
Propriedades - Parte I, do médulo Derivada como Funcgao.
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Solugao. Se z # 0, temos, pela regra da cadeia,

ez (2) e en () (1),

isto é, f'(x) = 2z sen(1/x) — cos(1/x).
Para mostrarmos que f’(0) existe e calcular seu valor,
recorreremos a definicdo de derivada:

. 2
(0) = tig IO y 27sen0/)

= lim zsen(1/z) = 0,
x—0

em que, na ultima igualdade, usamos o exemplo 7 da aula O
Teorema do Sanduiche, do médulo Leis do Limite - Parte 1.
Tendo estabelecido a diferenciabilidade de f, vejamos que
f! é descontinua na origem. Na verdade, 0.é um ponto de
descontinuidade essencial de f' EL no sentido de que o limite
de f' em 0 ndo existe (mesmo os limites laterais).
Com efeito, se existisse L :=limg,.¢o+ f'(x), terfamos

lirgl+ cos(1/x) = lirél+(2.’1: sen(1/z) — f'(x)) = —L.

Fazendo a mudanca de varidvel y = 1/x, seguiria a existéncia
de lim,_,; o cosy, 0 que nao é o caso. [

Exemplo 6 (IMC -2018). Encontre todas as fungdes derivdveis
f:(0,4+00) =R tais que

f() — f(a) = (b—a)f (Vab), Ya,b> 0.

Solugao. Afirmamos que f é duas vezes derivavel. Com
efeito, fixado xg > 0, tome qualquer real a positivo e diferente
de z¢ (por exemplo, a = zo + 1). Tomando = > 0 e fazendo
b= 22 /a na equagio funcional, um calculo simples permite

escrever (f(2%/a) — f(a)) '

x2 — g2

flla) =1

2Vide observacédo 4 da aula Continuidade em um ponto - Parte III,
do médulo Fungées Continuas.
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Como o denominador nao se anula para x = xg, as regras de
derivagao garantem que f’ é derivdvel em g, o que justifica
a afirmagao.

Substituindo b por x na relagdo do enunciado, ficamos
com

f(@) = f(a) = (z — a)f'(Vaz), VYa,z>0.
Derivando com respeito a x, segue da regra da cadeia que
@) = £ (V) + e~ (V) 5

a(z —a)f"(Vax)
2\/ax \

Tomando a = 1/z nessa igualdade, obtemos

Lz —4)r)

= ' (var) +

2
iy PN
- (rayF A
:A—§7

em que A= f'(1) +f"(1)/2 e B= f"(1)/2.
Observando que a expressio A — B/x? é a derivada em x
da funcdo = — Az + B/z, com x > 0, a relagdo
d(f(z)) d(Az+ B/x)

dz dx

implica
B
f(z):Aer;JrC' (3)

para alguma constante C'.

Reciprocamente, dados A, B,C' € Resendo f : (0, +00) —
R a funcao de regra , temos f/(z) = A — %; a partir dai,
um pouco de algebra elementar torna facil verificar que essa
fungao satisfaz a equagao funcional do enunciado.

Assim, o conjunto-solu¢do procurado consiste das fungoes
reais f, definidas na semirreta positiva, expressas por (3). O
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Seja f uma fungdo diferencidvel no ponto x, com f(x) # 0.
Considerando separadamente os casos f(x) > 0e f(z) <0,
o leitor pode verificar facilmente (e sem a necessidade do
emprego da regra da cadeial) que a composigdo de f com a
funcdo modular é derivavel em x, com

W@ _ @)
dx flx)

f'(z).

Assim, d(“;f)l) = +f'(x), em que os sinais + ou-— sdo
utilizados conforme f(z) seja positivo ou negativo:

Agora, sendo f uma fungao derivavel e nao nula em cada
ponto de seu dominio, a regra x — In | f(x)| define uma funcéo
de mesmo dominio que f. Pela observacdoacima e pela regra

da cadeia, tal funcdo é derivavel, com derivada dada por

A F@) _ g d0ED

dx dx
1 d(f@)
F@\ ds
L @
=@ T @

ou seja,

d(n{f(x)) _ f'(z)

e flw)’
A expressaof'/f, a qual costumamos chamar derivada
logaritmica de f, pode ser uma ferramenta ttil para realizar
calculos.

Exemplo 7. Calcule a derivada no ponto —1 da func¢do f

cuja regra €
Viz? — 132 — a7

fla) = =

Solugao. Comecgamos observando que f(x) estd bem defi-
nido para todo x € R. Além disso, para z € (—o0,—1/2)
(um intervalo aberto contendo —1), os radicandos das raizes
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compondo a expressao que define f sao todos positivos. Em
particular, f é positiva e deriviavel naquele intervalo.
Mantendo em mente que x < —1/2, podemos escrever
_ In(42?—-1) In(2—2") In(z?+1)

In f(x) 5 + 3 5 .

Derivando ambos os membros dessa igualdade com o auxilio
da regra da cadeia, chegamos a

f'(x) 8x 720 x

f(z) ~ 5(Ax2—1) 3(2—2a7) a2+1L

Por fim, como f(-1) = % (verifique!), vem que

e =ren(- -1+ )
_ <_ L) _ BV
V2 9 90v2

Exemplo 8 (IME - 2025). Considere o polinémio
(E2025 1 2025
Plx)=|—— .
(2) ( z—1 >

Determine o coeficiente de x> em P(x).

22025 _q

Solugéo. Seja Q(x) = . Por conta da fatoracao

z—1

n—1
x"—lz(:ﬁ—l)z:vk,
k=0

vale, para n = 2025, que
Qz) =2 4222 4 42+ +1

para cada real x # 1 (uma vez que Q(x) nao estd definida
quando # = 1). Portanto, a igualdade P(z) = Q(z)%°%
garante que

Pz) = (22924 4 2208 4 42242 4+1)22°  (4)
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para todo x # 1.

Por outro lado, o exemplo 13 da aula Propriedades - Parte
1I, do médulo Derivada como Fungdo, diz que o coeficiente
de 23 em P(z) nada mais é que P"’(0)/3!. Derivando trés
vezes a relagdo P(z) = Q(2)?°*® com o auxilio da regra da
cadeia, vem que

P'(z) = 2025Q ()2 Q' (),
P"(z) = 2025 - 2024Q(2)P* Q' (x)? + 2025Q(2)*°* Q" ()
€
P () = 2025 - 2024 - 2023Q(2) Q' (z) - @ («')?

+ 2025 - 2024Q()%°% - 2 (2) Q" (x)

+ 2025 - 2024Q(2) Q' (2)Q" (2)
+2025Q(x)****Q" ()

= 2025 - 2024 - 2023Q (2)?°%Q/(x)?

+ 32025 - 2024Q (2)2°%%Q" (2)Q" (x)
+2025Q(2) 7% Q" (x).

Fazendo x = 0 e escrevendo-os coeficientes na forma de
nimeros binomiais, obtemos

PW(O) — 3! <20325> Q(O)2022Ql(0)3

3" )00 0

+ (7)o o).

Calculando as trés primeiras derivadas de ), chegamos
facilmente as relagoes (verifique!)

Q(0)=Q'(0)=1,Q"(0) =2 e Q"(0) =3

Por fim, substituindo esses valores na expressdo para P"(0),
obtemos

P"(0) (2025 o 2025 N 2025
31\ 3 2 1)
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o coeficiente de 2% em P(z). O

Observacao 9. Utilizando trés vezes a rela¢ao de Stifel,

n n n+1
(k—l) *(k) - ( 5 )
para 1 < k <n, também podemos expressar o coeficiente de

23 em P(x) como (20327).

Estendendo uma observacao anterior, dado I C R inter-
valo, dizemos que uma funcao f : I — R é duas vezes
continuamente derivavel, ou de classe C?, se f for duas
vezes derivdvel, com f” : I — R continua.

Exemplo 10 (OBMU - 2021). Determine todas as fungies
f:R = R de classe C?, tais que f(t)? = f(t\/2) para todo
real t.

Solugdo. A fungéo identicamente nula é uma solugdo. Su-
pondo f # 0, provaremos que.f(t) = eht’ para todo t real e
alguma constante real k.

Substituindo ¢ por tv/2 na relacdo do enunciado, obtemos
f(2t) = f(tv/2)?, de'sorte que

f2t) = f()*, VtER. (5)
Derivando a relagao anterior, segue da regra da cadeia que
2f'(2t) = 4f(£)° f' (1),
o‘que implica
F@OF@2t) =2f )" (t).
Dai, segue de (B)) que
fF)f'(2t) =2f(2) f'(t) (6)

para cada t.
Gostarfamos de dividir cada membro da rela¢do anterior
por f(t)f(2t). Isso é possivel, de acordo com a seguinte
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Afirmag8o. Se f # 0, entdo f > 0.
Com efeito, temos f > 0, pois f(t) = f(t/v/2)? > 0 para
todo t. A justificativa da afirmacdo seguird da férmula

fe/2n) = /1), (7)

valida para todo t real e para cada n natural, e que sera
provada, a seguir, por indugao.

O caso n = 1 é uma consequéncia de (5) com ¢/2 no lugar
de t. Para o passo de inducgao, suponha vélida para um
certo n natural. Substituindo ¢ por ¢/2 em e utilizando a
base de inducéo, ficamos com

como queriamos.

Agora, como f(t) > 0 para todo t e f # 0, devemos ter
f(to) > 0 para algum ¢ty real. Substituindo ¢ por ¢y em @ e
fazendo n — 400, concluimos que

F0)= Tm flto/2) = lim /() = 1.

Se fosse f(t) = 0 para algum ¢, terfamos, ainda por ,
f(t/2™) = 0 para todo n natural, o que, fazendo n — o0,
daria f(0) = 0, uma contradi¢do. Isso encerra a demonstracdo
da afirmacgao; 0]

Retornando a relacao @ e definindo g := f'/f, podemos

escrever B f/(2t) - 2f/(t) -
0=y = Ty

para todo t, sendo g derivdvel (pois f é duas vezes derivéivel).
Pela observagao feita no 52 paragrafo da secdo Dicas para
o Professor da 22 parte dessa aula, g é linear, digamos,
g(t) = 2kt. Sendo g a derivada logaritmica de f, segue que

d(ln f(t)) _ d(kt?)
dt dt ’
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de modo que In f(t) = kt?>+1, para alguma constante [. Como
£(0) =1, vemos que [ = 0. Assim, f(t) = e para todo t.
Resumindo, o conjunto-solucdo da equacao funcional dada
consiste da fun¢do identicamente nula e de todas as fungoes
reais de uma varidvel real f de regra f(t) = ekt?, O

Observacdo 11. Perceba que a hipotese de continuidade da
29 derivada ndo foi utilizada na solugdo do exemplo anterior.
Em compensacgao, um resultado relativamente forte foi invo-
cado para garantir a linearidade da funcio g (a derivada lo-
garitmica de f). Alternativamente, um caminho natural para
se deparar com aquela hipdtese consiste em derivar a igual-
dade g(2t) = 2g(t), obtendo a relagdo funcional g'(2t) = ¢’ (t).
Como um exercicio instrutivo, o leitor é convidado a mostrar
que as unicas solugdes continuas ¢ : R — R da equacdo
funcional ©(2t) = @(t) sdo as constantes E| Dai, sendo ¢
continua (pois g = (f"'f — (f)?)/f% e f" é continua), esse
fato garante que g’ é constante, ou seja, g é afim. Sendo
g(0) =0, seque que g é linear:

Dicas para o Professor

Uma solugao bem mais trabalhosa do exemplo [1] seria
expandir os quadrados na expressdo definindo P(x), derivar
e avaliar no-ponto 1. Essa abordagem para composicées de n
fatores fo...o f'torna-se cada vez menos vantajosa a medida
que n cresce, evidenciando o beneficio computacional do uso
da regra da cadeia nesses casos.

Em relacdo ao exemplo [§] ha um argumento algébrico que
permite uma solugdo diferente (e elegante). De fato, pela
propriedade distributiva, um termo 2% é gerado no produto
(com 2025 fatores)

(@ i) @ 2 24 )

3Adapte a observacdo feita no 6° paragrafo da se¢io Dicas para o
Professor da 2* parte dessa aula.
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se, e somente se, escolhermos mondémios z*!, ..., £'2025 nos
respectivos fatores, de tal modo que

11+ ...+ 19025 = 3. (8)

Dai, o ntimero de tais monémios 3, que nada mais é que o
coeficiente procurado, é expresso pela quantidade de solugées
em inteiros ndo negativos da equacao (§). Por outro lado,
utilizando permutagdes com repetigoes || nao é dificil concluir
que o nimero de tais solucdes é (2025;' _1) = (20327).

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o

conteudo desse material.
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