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1 Multiplos e divisores

Os numeros 0, 1,2, 3, etc. serao chamados aqui de ntimeros
naturais. O conjunto dos niimeros naturais serd denotado
por N e escreveremos n € N para indicar que o ntimero n
é um numero natural.

Vamos comecar observando algumas divisoes.

Exemplo 1.
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Valem as sequintes relagoes para esses mumeros: 14 =
5.-244,12=3-440,15=4-3+3¢e18=6-340.

Em geral, em uma divisdo, onde b # 0,
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a,b,q e r sao chamados dividendo, divisor, quociente
e resto, respectivamente, e vale a seguinte relagao

a=b-qg+r, onde0<r<hb. (1)

Exemplo 2. Nas divisoes do exemplo [0, o0s numeros
14,12,15 e 18 sdo os dividendos, os nimeros 5,3,4 e 6
sao os divisores, os numeros 2,4,3 e 3 sao os quocientes e
os numeros 4,0,3 e 0 sao os restos das divisoes.

Em duas das divisoes do exemplo [II, o resto é igual a
zero. Quando isso acontece, dizemos que a divisao é exata.
Isso quer dizer, por exemplo, que a divisao de 12 por 3 e
a divisao de 18 por 6 sao exatas, porque os restos nessas
divisoes sao iguais a zero, enquanto as outras duas divisoes
do exemplo [[Inao sao exatas, porque tém restos diferentes
de zero.

Quando uma divisao é exata, o resto r é igual a zero
e a igualdade () pode ser escrita assim:

a=b-q. (2)

Neste caso, dizemos que a é multiplo de b, ou que
a é divisivel por b, ou ainda que b divide a.

Exemplo 3. Voltando ao exemplo U, dizemos que 12 €
maultiplo de 3 e 18 € maltiplo de 6, pois 12 = 3-4 ¢ 18 = 6-3.
Podemos também dizer que 12 € divisivel por 3 e que 18 €
divisivel por 6, ou ainda que 3 divide 12 e que 6 divide 18.

Observacao 4. Veja que a = a -1 para todo a € N. Dessa
forma, podemos dizer que 1 € divisor de qualquer nimero
natural. Podemos ainda concluir, observando essa mesma
igualdade, que todo nimero natural € divisor de si mesmo.
Da mesma forma, a igualdade 0 = a -0 nos diz que o
numero 0 é maultiplo de qualquer nimero natural.

2 Ntumeros primos

O ntmero 1 possui apenas um divisor: ele mesmo. Para
verificarmos isso, escrevemos 1 = b-¢, com b, ¢ € N. Entao
b nao pode ser maior do que 1, ou seja, b s6 pode ser igual a
Oouigualal. Se b fosseiguala (0, entao 1 =b-g =0-¢ =0,
0 que nao é possivel. Logo, b s6 pode ser igual a 1.

Quanto ao nimero zero, ele tem, pela observagaodl, uma
quantidade infinita de divisores. Exceto o numero zero,
qualquer outro niimero natural tem uma quantidade finita
de divisores.

Além disso, qualquer nimero natural n diferente de 0 ou
1 tem pelo menos dois divisores: o niimero 1 e o préprio
n. Um caso de especial importancia é quando um nimero
natural diferente de 1 tem a menor quantidade possivel de
divisores.

Quando um numero natural tem ezatamente dois
divisores, ele é chamado ntimero primo. Se um
nimero natural diferente de 0 e de 1 nao é primo,
dizemos que ele é composto.

Numeros compostos sao exatamente aqueles que podem
ser escritos como produto de dois outros niimeros naturais
menores. Por exemplo, 12 = 2-6 e 21 = 3-7 sao compostos,
mas 23 é primo, pois a tnica forma de escrevé-lo como
produto de dois ntimeros naturais é 23 = 23 -1 e um dos
fatores, 23, nao é menor do que 23.

H&4 um modo geométrico de identificar niimeros primos
ou compostos que é bastante antigo, com origem incerta,
mas que era usado ja antiga Grécia por Pitagoras de Sa-
mos, que viveu no século VI a.C., e por seus seguidores,
conhecidos como pitagoricos.
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Figura 1: Numeros figurados.

O método é muito simples e consiste em considerar, para
cada nimero natural n maior do que 1, n pontos (ou bo-
linhas, ou pedrinhas, ou feijoes, etc.). O ndmero n é com-
posto se for possivel arrumar os n pontos em um arranjo
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de formato retangular, com a colunas, cada uma com b
pontos, a # 1 e b # 1. Desse modo, n =a - b.

Caso a Unica maneira de arrumar os n pontos de modo
retangular seja numa fila (um retangulo de uma coluna s6,
a =1, ou uma linha s6, b = 1), entdo o nimero n é primo.

Exemplo 5. Na figura [l podemos ver representacoes dos
numeros naturais de 2 a 10. Os nimeros 4,6,8 e 10 sdo
compostos pois podem ser arrumados em retangulos com
duas colunas iguais.

Isso ocorre porque esses nimeros sao multiplos de 2 e
maiores do que 2. Os multiplos de 2 sao chamados nimeros
pares. O nimero 2 paga um prego por ser pequeno demais:
nao é possivel formar duas colunas ou duas linhas apenas
com dois pontos. Por isso, 2 é o tinico niimero primo par.
O nimero 0 é par, pois 0 = 2 -0, ou seja, 0 é um multiplo
de 2.

Numeros naturais que nao sao divisiveis por 2 sao cha-
mados impares. Pares e impares se alternam na sequéncia
dos naturais: um natural é par ou fmpar, e se n é impar
entdao n + 1 é par, se n é par entdo n + 1 é impar. A
partir desse fato, podemos concluir que ha uma infinidade
de numeros pares e, como todos os pares, exceto 2, sao
compostos, ha uma infinidade de niimeros compostos.

Observacao 6. Hd também uma infinidade nimeros pri-
mos, mas uma justificativa para isso nao € tao simples. O
primeiro registro de uma prova de que hd uma quantidade
arbitrariamente grande de primos estd ma proposicao 20
do livro IX dos Elementos, conjunto de treze livros escritos
por Euclides de Alexandria hd mais de 23 séculos.

Exemplo 7. Voltando d figura [, vemos que os nimeros
2,3,5 e 7 sao primos, pois o unico modo de formar um
retangulo com algum desses numeros € formar uma fila
(um retangulo com uma s6 coluna). Os nimeros 4 e 9
formam retangulos especiais: 4 ou 9 pontos podem ser ar-
ranjados em formato de quadrado. Por isso, chamamos o0s
nidmeros 4 e 9 de quadrados. Escrevemos 4 =2-2=2% ¢
9=23-3=32clemos 4 ¢ igual a 2 ao quadrado”, “9 é
igual a 3 ao quadrado”.

Figura 2: 8 é um cubo.

O ntimero 8, que representamos na figura [ como 8 =
2-4, ou seja, um retangulo com duas colunas de 4 elementos
cada, pode também ser representado tridimensionalmente:
oito pontos podem ser colocados nos vértices de um cubo.
Como 4 é um quadrado, podemos ver 8 = 2 - 4 como dois
quadrados, um em cima do outro (veja a figura [2]). Por
isso, chamamos o nuimero 8, e outros numeros como 27 e
64, de cubos. Escrevemos 8 = 2-2-2 = 23,27 =3.3.3 = 33,
64=4-4-4=4> ¢ lemos “8 é igual a 2 ao cubo”, “27 é
igual a 3 ao cubo”, “64 ¢é igual a 4 ao cubo”. Essa é uma
heranca dos tempos de Pitagoras.

Observacao 8. Os pitagoricos também estudaram ou-
tros numeros figurados como os numeros triangulares:
1,3,6,10, etc., e obtiveram relagoes interessantes entre es-
ses numeros. Por exemplo, a soma de dois nGimeros triangu-
lares consecutivos é um quadrado. Conwvido o leitor a fazer
algumas experiéncias com pontos (ou bolinhas, ou pedri-
nhas, ou feijoes) para descobrir qual é o nimero triangu-
lar que vem depois de 10 e por que € verdade a afirmagao
destacada na frase anterior.

3 Numeros primos entre si

Na observagao Ml afirmamos que 0 é miltiplo de qualquer
ndimero natural, ou seja, 0 tem uma infinidade de divisores.
Como j4 observamos no inicio da segao [2 qualquer outro
numero natural tem uma quantidade finita de divisores
naturais.

Exemplos 9.
(a
(b

Os divisores de 16 sao 1,2,4,8 e 16.

Os divisores de 48 sao 1,2,3,4,6,8,12,16,24 e 48.

)
)
(¢) Os divisores de 15 sdo 1,3,5 e 15.
) Os divisores de 17 sao 1 e 17.

(d

Dados dois ou mais ntimeros naturais, que ndo sejam
todos iguais a zero, um divisor comum desses niimeros
é um numero natural que divide todos esses niimeros ao
mesmo tempo.

Exemplos 10.
(a) Os divisores comuns de 15 e 48 sdo 1 e 3.

(b) Os divisores comuns de 16 e 48 sdo 1,2,4,8 e 16.

)
(¢) O dnico divisor comum de 15 e 16 € 1.
)

(d) O dnico divisor comum de 17 e 48 é 1.

O numero 1 divide qualquer nimero natural, logo é di-
visor comum de quaisquer nimeros naturais dados. Um
caso especialmente importante é aquele em que 1 é o tinico
divisor comum.
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Quando 1 é o tnico divisor comum de dois ou mais
nameros naturais, nao todos nulos, dizemos que estes
nimeros sao primos entre si, ou relativamente
primos.

Exemplos 11.

(a) Os nidmeros 3 e 8 sao primos entre si, pois 0s divisores
de 3 sao 1 e 3 enquanto os divisores de 8 sdo 1,2,4 e
8. Logo, o unico divisor comum de 3 e 8 é 1.

(b) Os divisores de 9 sdo 1,3 e 9 e os divisores de 12 sao
1,2,3,4,6 e 12. Logo, os divisores comuns de 9 e 12
sio 1 e 3. Como 1 nao € o unico divisor comum de 9
e 12, estes nimeros nao sao primos entre si.

(¢) Os nimeros 8 e 12 tém como divisores comuns 0s
numeros 1,2 e 4, logo nao sao primos entre si.

(d) O dnico divisor comum de 8,9 e 12 é 1, logo 8,9 e 12
a0 primos entre si.

(e) De acordo com o exemplo[I (a), 15 € 48 ndo sdo pri-
mos entre si, pois 3 € divisor comum desses niumeros.

(f) De acordo com o exemplo[Id (¢), 15 e 16 sao primos
entre si.

Dicas para o Professor

As secOes acima podem ser vistas em duas aulas de 50
minutos cada. Se vocé dispuser de trés aulas de 50 minu-
tos cada poderd aproveitar o tempo para fazer algumas ex-
periéncias com seus alunos, usando materiais simples como
bolinhas de gude ou feijoes para construir configuragoes
analogas as que aparecem na figura 1. Nas sugestoes de
leitura complementar [2] e [3] vocé poderd encontrar mais
informagoes sobre nuimeros figurados (nimeros triangula-
res, quadrados, pentagonais, etc.).

Nas referéncias [1] e [2], vocé encontrard mais in-
formagoes sobre os assuntos abordados nessa aula.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 5: Teoria dos Numeros. Rio de Janeiro, Editora
S.B.M., 2012.

2. E. de Alencar Filho. Teoria Elementar dos Numeros.
Sao Paulo, Nobel, 1989.

3. J.H. Conway, R.K. Guy. O Livro dos Numeros. Lis-
boa, Gradiva, 1999.

3. A. Doxiadis. Tio Petrus e a Conjectura de Goldbach.
Sao Paulo, Editora34, 2001.
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