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1 O conjunto dos divisores

Na primeira parte desta aula, vamos estudar uma propriedade
interessante do conjunto dos divisores de um ntmero.

Vamos comegar com alguns exemplos. Queremos encon-
trar o conjunto dos divisores do nimero 12. Esse conjunto
pode ser obtido por exaustao, tentando dividir 12 por cada
inteiro de 1 até 12 e selecionado aqueles cujo resultado da di-
visdo seja um numero inteiro (adiante, veremos uma maneira
mais eficiente de fazer isso):

12+ 1 =12. 12 =+ |7 = nao inteiro.
12+ 2 =6. 12 = '8 ="nao inteiro.
12+ 3 =4. 12 =19 =nao inteiro.
12+ 4 =3. 12+ 10 = nao inteiro.
12 =5 = nao inteiro. 12 =11 = nao inteiro.
12+ 6 =2. 12+ 12 =1.

Assim, o conjunto dos divisores de 12 é {1,2, 3,4, 6,12}.

A primeira coisa que salta aos olhos, ao observarmos as
divisdes acima, ¢é a-lista de resultados das divisdes: 12, 6, 4,
3, 2 e 1. Observe que-essa lista de resultados coincide com
a lista dos divisores, vista de tras para frente. Isso ocorre
porque, se a-¢é um divisor positivo de um ntumero natural n,
entao n +a = b, onde b é um natural. Logo, a-b=n, o que
é o.mesmo que n + b = a. Como a é natural, segue que b
também é um divisor de n. Além disso, quanto menor for o
ntmero a, maior serd o numero b (uma vez que o produto
dos dois sempre vale n).

O argumento acima mostra, aparentemente, que os divi-
sores de um numero vém em pares. Veja:
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Os pares realgados possuem produto constante igual a 12.
1-12=2-6=3-4=12.

E preciso, contudo, ter certo cuidado, pois existe a possi-
bilidade de que a quantidade total de divisores de um ntimero
seja fmpar. Por exemplo, os divisores de 16 sdo {1,2,4,8,16};
nesse caso, o divisor que estd no centro da lista faz par com
ele préprio.

o |

1 2 4 8 16

Assim, 1-16=2-8=4-4=16.

Lembre-se de que um natural n é chamado de quadrado
perfeito quando a raiz quadrada de n também for um ntimero
natural, ou seja, quando existir um inteiro k tal que n = k2.
Um consequéncia da discussao-acima é:

Um ntmero tem uma quantidade impar de
divisores se, e so se, ele é um quadrado per-
feito. Se n = k2%, o nimero k estd exatamente
no centro da lista dos divisores de n, quando
escrevemos tais divisores em ordem crescente.

A informagao de que os divisores de um nimero formam
pares torna mais facil procuré-los. Vejamos um

Exemplo 1. Encontre todos os divisores do nimero n = 40.

Solucgao. Para fazer isso, vamos organizar os pares de divi-
sores de n em 2 colunas. O ntimero 1 e o nimero n, sempre
sao divisores de n, e formam o primeiro par da nossa lista.
No caso se n = 40, comec¢amos pondo:

140
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Agora, tentando dividir 40 por 2, o resultado é um inteiro:
40 = 2 = 20. Esse inteiro, 20, também é um divisor de 40,
logo, continuamos com nossa lista, escrevendo:

1|40
2120

Tentamos dividir 40 por 3, sem sucesso: 40--3 = nao inteiro.
Logo, 3 nao é um divisor de 40. Tentamos dividir por 4 e
encontramos nosso préximo par de divisores.

1|40
20
4110

Dividindo por 5, achamos mais um par:

40

20
10
8

U N =

Ao tentar dividir.por 6 o resultado de 40 - 6 nao ¢é inteiro.
Por outro lado, ao tentar dividir por 7, o resultado, além de
ndo ser inteiro, é menor.do que 7. Com isso, ji podemos
parar nossa busca.” Isso porque qualquer divisor de 40 que
seja maior do que 7 farda par com um divisor menor do que 7;
entretanto, todos os divisores menores do que 7 (e seus pares)
ja foram listados.

Logo, o conjuntos dos divisores de 40 é:

{1,2,4,5,8,10,20,40.}
O

A discussao do exemplo anterior deixa claro a validade
do seguinte resultado geral.
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Se n é um natural e ja encontramos todos os
divisores de n que sdo menores ou igual a y/n,
entdao os “pares” desses divisores fornecem
todos os divisores de n que sdo maiores ou

iguais a /n.

Essa observacao é essencialmente uma generalizagao da
que fizemos na aula passada: para determinar se um nimero
maior do que 1 é primo, basta verificar se ele possui algum
divisor diferente de 1 e que seja menor ou igual que sua raiz
quadrada.

O proéximo exemplo traz um ntimero quadrado perfeito,
o qual tem uma quantidade impar de divisores e tal que
nossa busca por divisores terminard exatamente em sua raiz
quadrada.

Exemplo 2. Encontre todos os divisores de 225.

Solucao. Vamos organizar os divisores em 2 colunas, comecando
com a dupla {1,225}.

1] 225

Agora, 225 é impar, logo, ndo serd divisivel por 2. Ao
tentarmos dividi-lo por 3, encontramos a préxima dupla:
225 + 3 = 75; entao, listamos 3 e 75 como divisores. Divi-
dindo por 4; vemos que a divisdo nao ¢é inteira. Dividindo
por 5, obtemos 225 + 5 = 45. Até agora, temos:

11225
3| 75
5| 45

Uma vez que a divisao por qualquer ntimero par da um
resultado nao inteiro, continuamos testando os impares. Para
7,9,11,13 o resultado das divisoes também nao serd inteiro.
Finalmente, ao tentar o 15, obtemos 225 <+ 15 = 15, de sorte
que podemos encerrar nossa busca por divisores com a tabela:
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1 | 225
3| 7

5 | 45
15 | 15.

Assim, o conjunto dos divisores de 225 é:
{1,3,5,15,45,75,225}.

Veja que nao devemos listar o ntmero 15 duas vezes; ele
simplesmente faz dupla consigo mesmo, mas, como-divisor,
deve ser contado uma tnica vez. O

2 Quantidade de divisores

Nesta secdo, passamos a considerar o-problema do cédlculo da
quantidade de divisores de um nimero.

E claro que uma maneira de realizar-esse calculo seria sim-
plesmente listar todos os divisores do niimero, como vinhamos
fazendo na seg¢ao anterior, e contar quantos divisores foram
encontrados.

Exemplo 3. Quantos divisores possuem os nimeros 12, 40 e
225.

Solugao. Na secao anterior, ja listamos todos os divisores
desses ntimeros. Basta, entao, contar quantos ntimeros ha
em cada conjunto. Volte 14 e conte:

e O ntmero 12 possui 6 divisores.
e O nimero 40 possui 8 divisores.
e O nimero 225 possui 7 divisores.
O

Agora estudaremos uma maneira mais pratica]l| de fazer
isso, ou seja, uma maneira que permite obter diretamente a

Ver comentérios para o professor, ao final desta aula.
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quantidade de divisores sem a necessidade de listd-los indivi-
dualmente. Para isso, precisamos apenas obter uma fatoracao
do ntimero em primos.

Fatorar um niimero inteiro maior do que
1 em primos significa escrever esse nimero
como um produto de poténcias de niimeros
primos.

Por exemplo, o niimero 1500 pode ser escrito como:
1500 = 2% - 3 - 5%,

onde 2, 3 e 5 sdo ntmeros primos. Assim, 22, 3! e 53 sdo
poténcias de ntimeros primos e 22 -3-53 ¢ a fatoracio-de 1500
em primos.

Observacao 4. Se um numero for primo, sua fatoragdo em
primos € trivial, pois o numero € igual a ele mesmo. Por
exemplo, a fatoracdo de 13 em primos é simplesmente 13.

Observacao 5. Lembre-se de que o nimero 1 ndao é primo.
Logo, ele nao aparecena fatoracdo de outros niumeros maiores
que 1.

O Teorema Fundamental da Aritmética diz que, a
menos da ordem dos fatores, s6 existe uma maneira de escrever
um numero maior que 1 como um produto de poténcias de
primos, em que cada primo aparecer em um tnica poténcia.

A demonstracdo da validade desse teorema nao cabe em
um curso de Ensino Fundamental. O que faremos aqui é acei-
tar que o teorema ¢é verdadeiro e examinar as consequéncias
desse fato.

Exemplo 6. Na aula passada, calculamos todos os nimeros
primos menores ou igual a 60. Vimos que os numeros 43 e
53 sdo primos. Pode-se verificar rapidamente que 61 e 73
também sao primos. Com isso, podemos garantir com toda
certeza (sem a necessidade de fazer conta alguma) que:

43 -73 # 53 - 61.
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Realmente, se os resultados desses produtos fossem iguais,
teriamos um numero escrito de duas maneiras diferentes como
um produto de primos, contrariando o teorema fundamental
da aritmética.

Fazendo os cdlculos, vemos que os resultados sao prorimos,
mas sGo mesmo diferentes:

43-73=3139 e 53 - 61 = 3233.
Pelo menos motivo,
3-5-11 # 132,

ja que os numeros 3,5,11 e 13 sao primos.

Por outro lado, quando os nimeros envolvidos nao sao
primos, existe a possibilidade de obter produtos iguais partindo
de fatores diferentes:

11-15 =533 ='165.

Para calcular a fatoragdo em primos de um nimero, basta
fazer divisdes sucessivas por niimeros primos (ou mesmo por
poténcias de primos; se quisermos acelerar o processo). Se
o namero for primo, sua fatoracao sera ele proprio. Caso
contrario, ele sera divisivel por algum primo menor que ele.
Apés encontrar tal primo que o divida, olhamos para o quo-
ciente da divisao e repetimos o processo, tentando fatorar o
quociente (ou seja, tentando dividir o quociente por primos).

Também organizamos esse processo usando uma tabela
com duas colunas, mas bastante diferente da tabela da secao
anterior. Na coluna da esquerda, colocamos o niimero inicial
e os quocientes da divisao. Na coluna da direita, listamos os
fatores primos.

Exemplo 7. Fatore o nimero 600 em primos.

Solucgao. Claramente, 600 é divisivel por 2, com quociente
igual a 300. Assim, comegamos nossa tabela escrevendo:

600 | 2
300
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Agora, buscamos uma fatoragao para o nimero 300. Di-
vidindo por 2, obtemos 150; dividindo por 2 mais uma vez,
obtemos 75. Temos, até agora:

600 | 2

300 | 2
150 | 2
75

Como 75 é impar, ja esgotamos todos os fatores 2. Da-
qui em diante, tentaremos apenas primos maiores do que 2.
Dividindo por 3, obtemos 75 + 3 = 25. Assim:

600

300
150
75
25

W NN DN

O ntmero 25 nao é multiplo de 3. O préximo divisor
primo que encontramos é 5:-temos 25+ 5 = 5. Dividindo
novamente por 5, obtemos o quociente 1 e terminamos.

600. | 2
300
150
75
25
5
1

LUt W NN

Assim,
600=2-2-2-3-5-5.

Como o nimero primo 2 aparece trés vezes, o numero 3 uma
vez e o numero 5 duas vezes, podemos simplificar a expressao
para:

600 = 23 - 3. 52,
que é a fatoracdo do numero 600. O
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Ao realizar as divisoes, podemos acelerar o processo divi-
dindo por ntimeros grandes, inclusive por nimeros que nao
sejam primos. Porém, nesse caso, precisamos escrever do lado
direito a forma fatorada desses ntimeros grandes.

Exemplo 8. Fatore o nimero 44000 em primos.

Solucao. E clado que 1000 é um divisor de 44000, pois
44000 = 44 - 1000. Como 1000 néo é primo, primeiro encon-
traremos uma fatoracao de 1000. Veja que,

1000 = 10° = (2-5)% = 23 . 5%,

Assim, comegamos a fatorar o niimero 44 000 fazendo:

44000 | 23.53
44

Agora, basta fatorar 44. Dividindo por-2, obtemos 22;
dividindo por 2 novamente, obtemos 11. Por fim, dividindo
por 11, obtemos 1.

Organizando a tabela, ficamos com:

44000 |23 53
44 2
22 2
11 11

1

Dessa formas
44000 = (2% -5%).2.2-11
=925.53.11.
O

Um vez que conhecamos a fatoracdo de um ntmero, é
possivel descrever todos os seus divisores sem a necessidade
de lista-los. O préximo teorema nos diz como fazé-lo.
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Teorema 9. Se d e n sio maiores do que 1 e d é um divisor
de n, entdo na fatoracdo de d aparecem apenas primos que
aparecem na fatoragdo de n (ndo necessariamente todos eles).
Além disso, os expoentes desses primos sdo menores ou iguais
aos respectivos expoentes em n.

A seguir, incluimos uma demonstragao desse teorema. A
leitura é opcional!

Prova. Se d > 1 é um divisor de n, entdo n = d - ¢, onde ¢ é
um inteiro (o quociente da divisdo de n por d).

Fatorando d e ¢, obteremos uma maneira de escrever cada
um deles como um produto de poténcias de primos. O produto
dessas fatoragoes dard uma maneira de escrever n como um
produto de poténcias primos, e o Teorema Fundamental da
Aritmética garante que, nesse produto; .s6 podem aparecer os
primos que estdo na fatoracao (original) den.

Por fim, o expoente de um primo.p na fatoracao de n é
igual & soma dos expoentes de p na fatoracao de d e de q.
Logo, o expoente de p na fatoragdo de'd é menor ou igual ao
expoente de p na fatoracao de n. O

Exemplo 10. Seja'n = 27 -53-115. Qual dos sequintes
numeros é um divisor den?

(i) a=2%-5%2-113.
(1)
(7i1) ¢ =2
(iv) d=2%.5%.113
)

(v) e=22-10.

Solugao. Osnumeros 2, 5 e 11 sao primos. Logo, o enunciado
ja forneceu a fatoracdo de n. Os expoentes de 2, 5 e 11 na
fatoracao sdo, respectivamente, 7, 3 e 5.

(i) Observando os expoente de 2, 5 e 11, temos:
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n = 27.5%.11°
VI VI VI

a = 2%.5%.113

Ou seja, 3 < 7,2<3e3<5. Logo, 22-52-113 é
divisor de n.

(ii) Como 2 =2! e 11 = 11! e os ntimeros 2 e 11 aparecem
na fatoracdo de n (obviamente, com expoentes maiores
ou iguais a 1), temos que 2- 11 é divisor de n. Nao'h4
problema em o ntimero 5 (que aparece na fatoragao de
n) nao aparecer na fatoracao de b.

(iii) O ndmero 7 é um primo que aparece como fator de ¢
mas nao aparece na fatoragao de n, logo ¢ nao é um
divisor de n.

(iv) Os primos 2, 5 e 11, da fatoracao de d, aparecem na
fatoracao de n. Contudo, o expoente de 2 na fatoracao
de d é maior do que o expoente de 2 em n (8 > 7). Logo
d nao é divisor de n.

(v) Cuidado! Como os ntimeros 22 e 10 nao sdo primos,
para responder a pergunta temos de comegar escrevendo
suas fatoragoes em-primos: 22 = 2-11 e 10 = 2-5. Logo,

e=(2-11)-(2-5)=2*-5-11.

de sorte que 22 -5- 11 é divisor de n:

n = 27.5%.11°
VI VI VI

e = 22.51. 11!

O

O teorema a seguir nos diz como calcular a quantidade
de divisores a partir da fatoracdo de um nimero.
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Teorema 11. A quantidade de divisores de um nimero n >
1 € calculada somando 1 a cada expoente dos primos que
aparecem na fatoracdo de n e multiplicando os resultados.

Exemplo 12. Qual a quantidade de divisores de cada nimero
abaizo?

(a) 100.
(b) 252.
(¢) 45000.
Solugao.

(a) Claramente, temos 100 = 102 = 22 . 5%, Como 2°e 5 sdo
primos, obtivemos a fatoracao de 100. Observamos os
expoentes da fatoragdo: 2 e 2. Somamos -1 a cada um
deles e multiplicamos:

2+1)-(2+1)=3-3=09.
Logo, 100 possui 9 divisores.

(b) Vamos comegar fatorando o niimero 252. Veja:

252
126
63
21
7
1

N W W NN

Logo,
252 =2922.3%2.7.

Observamos os expoentes da fatoragao: 2,2 e 1. Somamos
1 a cada um deles e multiplicamos:

2+1)-(2+1)-(14+1)=3-3.2=18.

Logo, 252 possui 18 divisores.
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(¢) Como sempre, vamos fatorar o nimero 45000. Como,
45000 = 45 - 1000,

vamos fatorar 45 e 1000 separadamente. Temos que
1000 = 103 =23 .53, E45=9-5=32-5. Logo,

45000 = (23-53) - (3% -5) = 2% .32 .54
Logo, a quantidade de divisores de 45000 é:
3+1)-(2+1)-(4+1)=4-3-5=60.
O

Exemplo 13. Calcule a quantidade de divisores do niimero
30— 1.

Solugao. Usando que para todo nimero x podemos escrever
2?2 — 1= (x+1)(z — 1) e fazendo x = 33, obtemos:

3 —1=3"+1)(3*-1)=28-26.
Fatorando 28 e 26, temos:
28=2-7 e 26=2-13.

Portanto,

3% -1=(22-7)-(2-13) =2%.7-13,
de modo que a quantidade de divisores de 36 — 1 é

B+1)-(1+1)-(1+1)=4-2-2=16.

O

Exemplo 14. Encontre todos os nimeros naturais n tais que
n < 50 e o produto dos divisores de n é igual a n>.
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Solugao. Veja que n =1 é uma das solugbes. Vamos procu-
rar as solucoes maiores do que 1.

Veja que n nao pode ser primo. Se fosse, seus tnicos
divisores seriam 1 e n, de forma que o produto dos divisores
seria 1-n # n? (paran > 1).

Também nao é possivel que n tenha exatamente trés
divisores. Nesse caso, o conjunto de divisores de n seria
{1,k,n}, e o produto dos divisores seria:

1-k-n<n?

Também nao é possivel que n tenha cinco ou mais divisores.
Fosse esse o caso, terfamos duas duplas de divisores, {1;n},
{a,n/a} e pelo menos um outro divisor b; algo da forma:

Nesse caso, o produto dos divisores j& seria maior do que n?:

(1~n)~(a~g)-b:n2~b>n2.

A tnica possibilidade restante é que n tenha exatamente
quatro divisores. Para-isso, o conjunto dos divisores de n
precisa ser da. forma {1,p,q,n} com p < gep-q=n. Todo
divisor de p'e ¢ também é divisor de n (mais detalhes sobre
isso, na proxima aula). Assim, p precisa ser primo (caso
contrario n teria um quinto divisor). Pelo menos motivo, o
conjunto dos divisores de ¢ deve estar contido em {1,p, q}.
Logo, ha duas possibilidades: ou ¢ é um primo diferente de p
ou ¢ = p>.

Da mesma forma, ha 2 possibilidades para n:

i. n =p-q é um produto de dois primos distintos;

. n=p-p?>=p3, onde p é um primo.
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No primeiro caso, veja que p?> < pg = n < 50. Logo,
p <7, de sorte que, p € 2,3,5,7. Observe a lista de todos os
primos menores que 25:

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23.

Verificamos, para cada valor de p os possiveis valores de ¢
tais que pg < 50. Temos, entdo, os possiveis valores de n:
2-3,2-5,2-7,2-11,2-13,2-17,2-19,2-23,3-5,3-7,
3-11,3-13,5-7. Ha 13 possibilidades para n (nesse caso).

No segundo caso, n = p3 < 50, logo, p < 4. Entdo, é
imediato que n = 23 ou n = 33.

Resumindo, os possiveis valores de n que satisfazem o
enunciado sao:

1, 8,6,10,14,22,26, 27 ,34,38,46,15, 21,33, 39, 35.

(Para facilitar, destacamos com cores. diferentes os valores
proveniente de casos diferentes da nossa analise). O

Exemplo 15 (Desafio). Encontre todos os nimeros naturais
n tais que n < 100 e o produto dos divisores de n ¢ igual a
n3.

Dica. Comece mostrando que n precisa ter exatamente 6
divisores. Logo, n precisa ser da forma p® ou p - ¢ em que p
e ¢ sdo primos. Encontre todos os primos p tais que p® < 100
e todos os pares de primos (p,q) tais que p - ¢* < 100. O

Dicas para o Professor

Usamos a fatora¢do em primos de um nimero para contar
a quantidade de divisores dele. Na aula passada, comentamos
que, para numeros muitos grandes, o problema de obter sua
fatoracdo em primos é bastante dificil, computacionalmente.
De toda forma, vale ressaltar que fatorar um nimero sem-
pre serd mais facil do que simplesmente listar cada um dos
divisores desse niimero, ja que a lista de todos os divisores
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inclui também todos os primos e poténcias de primos que o
dividem.

Recomendamos que esta aula seja feita em dois encontros
de 50 minutos.
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