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1 Inversas numéricas:
secante e cotangente

cossecante,

As fungoes cossecante, secante e cotangente sao conhecidas
como as inversas numéricas das fungdes seno, cosseno e
tangente, nessa ordem.

Lembre-se de que inverter um nimero real nao nulo x
significa calcular 1/z, ou seja, dividir 1 por . Com isso,
definimos

csc(a) = , desde que sen(a) #0

1
sen(a)

sec(a) = , desde que cos(a) # 0,

cos(a)
onde os simbolos csc(a) e sec(a) sdo lidos como “cossecante
de alfa” e “secante de alfa”, respectivamente.

Ao definir a cotangente devemos ter mais cuidado.
Lembre-se de que tg(a) = Z‘Z’:Eg;,
quando cos(a) # 0. Por conta disso, definimos

que sé esta definida

cos(a)
tg(a) = ——
cte() sen(a)
onde o simbolo ctg(a) é lido como “cotangente de alfa”.
Veja que quando sen(a) # 0 e cos(a) # 0, temos

, desde que sen(a) # 0,

1
~ ctgla

tg(a)

~—

Contudo, ha valores de « para os quais ctg(a) existe mas
tg(a) ndo existe, e vice-versa.

Exemplo 1. FEscreva os valores de sen(«), cos(a), tg(a),
sec(a), csc(a) e ctg(a) em cada item abaizo:

(a) o =7/6.
(b) o =3m/2.

Solugao.
(a) Para a = 7/6 (e lembrando que 7/6rad = 30°), vimos
na aula 1 que

cos(m/6) = \/73 e tg(m/6) = ?

1

sen(m/6) = =,

2

Como todos esses valores sdo diferentes de zero, para cal-

cular os demais valores basta inverter as fragoes correspon-
dentes:

3

cse(m/6) =2, sec(n/6) = % e ctg(n/6) = 7

(Note que a cossecante é a inversa numérica do seno e nao
do cosseno.)

(b) Para o = 37/2, temos um arco que determina o ponto
P = (0,—1) no circulo trigonométrico. Assim,

sen(3w/2) =—1 e cos(3mw/2) = 0.

Neste caso, como o cosseno é zero, tg(37/2) e sec(3m/2)
ndo estao definidas (ou seja, ndo existem). Mas; podemos
calcular

cse(3m/2) = 1

sn(37/2) ~ 1 !

cos(3m/2) 0
ctg(37/2) = sen(37/2) _1° 0. O

Vejamos, agora, como 0s valores de csc(a), sec(a) e
ctg(a) aparecem geometricamente ao visualizarmos a no
circulo trigonométrico. Veremos também uma visualizacao
alternativa (& da aula passada) para tg(a).

Seja P = (cos(a),sen(a)) o ponto sobre o circulo trigo-
nométrico correspondente ao arco . Como de costume,
sejam O =(0,0) e A = (1,0). Defina ainda B como o pé
da perpendicular de P ao eixo dos cossenos e C' o ponto de
encontro de OP-com o eixo das tangentes (veja a Figura
[[). Na aula 2 desse médulo vimos que C = (1,tg(a)).
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Figura 1: principais razoes trigonométricas.

Também nas notagoes da Figura [Tl trace a reta r, que
passa por P e é tangente ao circulo trigonométrico. Veja
que OP é perpendicular a r (pelo fato de r ser tangente ao
circulo e OP ser raio dele). Seja D o ponto de intersecao
de r com o eixo dos cossenos (eixo horizontal) e E o ponto
de intersecao de r com o eixo dos senos (eixo vertical).

Como ZOBP = ZOPD = 90°, os triangulos OPB,
ODP sao semelhantes, pelo caso “4ngulo, dngulo” (ja que
ambos também possuem « como dngulo). Logo,

OD OP OD 1
_ —

= = —_— = T —D ==
57 — OB 1 feos(@)] = 0 |sec(a)]
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Pelo menos raciocinio, considerando o pé da perpendi-
cular de P ao eixo dos senos, conclui-se que

OF = |csc(a)| e EP = |ctg(a)].

Se considerados também os casos em que P se encon-
tra nos demais quadrantes, as relagoes acima continuam
satisfeitas. Além disso, sempre vale que D = (sec(a),0) e
E = (0,csc(a)). Note que, nas coordenadas de D e E, ao
contrario das expressoes anteriores, ndo tomamos o valor
absoluto.

Exemplo 2. Mostre que tg?(a) + 1 = sec?(a), sempre que
tg(a) e sec(a) estiverem definidas, ou seja, sempre que

cos(ar) # 0.

Solucgao 1. Isso é consequéncia imediata do teorema de
Pitagoras aplicado ao tridngulo OPD da Figura [l O

Solugao 2. Na aula passada, vimos que
sen?(a) + cos?(a) =1,

igualdade obtida aplicando o teorema de Pitdgoras ao tri-
angulo OBP da Figura[Il Como estamos considerando
que cos(a) # 0, podemos dividir ambos os lados da equa-
¢do acima por cos?(a). Daf,

cos?(a) 1

sen?(a)

cos?(a) = cos?(a)  cos?(a)

ou, 0 que ¢ 0 mesmo,

(sen(a) ) 2 ( 1 ) 2
+1= .
cos(a) cos(a)
Por fim, a tltima igualdade acima é claramente equivalente
a

tg?(a)+ 1 = sec*(a). O

2 As funcgoes inversas: arcoseno,
arcocosseno, arcotangente.

Em contraste com a secao anterior, dessa vez estamos in-
teressados em definir (com dominios apropriados) as fun-
¢oes inversas'das fungdes cosseno, seno e tangente. Essas
fungées sdo chamadas, respectivamente, de fungoes arco-
cosseno, arcoseno e arcotangente.

Por exemplo, nao estamos mais interessados no inverso
do nimero cos(«), mas sim na funcdo inversa da funcao
cOoSseno.

A funcao inversa de uma funcdo f : A — B foi definida
no médulo “Fungées - Nogoes Bésicas” do Nono Ano. Con-
forme estudamos, a funcdo inversa de f sé existe quando
f é bijetiva. Nesse caso, a inversa é a funcio f ' : B — A
tal que, para todos z € Aey € B,

fl@)=y <= f(y) ==z

Consideremos primeiramente a fun¢ao sen. Sua inversa
em y é usualmente representada como sen~!(y) ou como
arcsen(y) (1&-se arco-seno de y). Enquanto a fungdo sen
recebe um arco x e nos informa uma razao trigonométrica
(variando de —1 a 1), temos que a funcdo arcsen recebe
um ndmero y no intervalo [—1,1] e nos informa um arco
cujo seno € igual a y. Contudo, h4 um problema: para
cada valor de y, se considerassemos o dominio da funcao
seno como o conjunto de todos os niimeros reais, existiriam
varios arcos que possuiriam seno igual a y (como mostra o
exemplo seguinte), enquanto a fungio arcsen deve escolher
apenas um deles.

Exemplo 3. Encontre todos os arcos a que satisfazem
sen(a) = 1/2.

Solugao. Conforme podemos perceber no circulo trigono-
métrico abaixo, para‘que um arco possua seno igual a 1/2
ele deve ser congruente a um arco de medida 7/6 ou 57/6
(os quais equivalem a 30° e 150°, respectivamente).

s
2
1
fskis 2 s
6 - b - — - —— —— — 6
™ 2
3T

Assim, sen(a) = 1/2 se, e somente se, existe um inteiro
k tal que:

a=z+2k7r ou a:5—7r—|—2k7r. O
6 6

Voltando a discussao anterior, o problema é essencial-
mente que a fungdo seno, com dominio R, ndo é bije-
tiva. Para resolver essa situacao, a solucao é restringir
o dominio da fungdo seno, considerando apenas arcos va-
riando de —7/2 a 7/2. O motivo da escolha do intervalo
I =[—7/2,7/2] é que este é o maior intervalo ao qual per-
tence o ntimero 0 e tal que sen : I — [—1,1] é bijetiva.
Isso pode ser evidenciado observando o grafico da funcao
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seno na Figura[2 apagando a parte que esta pontilhada, o
grafico que sobra é tal que toda reta horizontal que corta
o eixo-y de —1 a 1 intersecta o grafico em exatamente um
ponto (com abscissa situada de —7/2 a 7/2).

y = sen(x)
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Figura 2: grafico da fun¢do seno, de —5 a 5.

Com isso, podemos definir a funcéo
arcsen : [—1, — 1] — [—-7/2,7/2]

da seguinte forma:

sen(z) =y e
—m/2 <z <m/2.

arcsen(y) = ¢ < {

Por construgdo, o valor de arcsen(x) estd unicamente
determinado, para todo x tal que —1 < x < 1. O gra-
fico dessa funcéo é exibido na Figura [B} como ocorre com
os graficos de fungoes inversas em geral, o grafico da fun-
¢ao arcsen ¢ obtido refletindo o grafico da fungdo seno, no
intervalo de —7/2 a 7/2, em relagéo a reta x = y.

Y

y =arcsen(x)

Figura 3: grafico da func@o arcoseno.

Exemplo 4. Encontre o valor de arcsen(1/2).

Solugao. Queremos encontrar um arco de medida x tal
que sen(z) = 1/2 e —1/2 < x < 7w/2. Observando a
solugdo do Exemplo Bl temos que tinico valor de x que
satisfaz isso é x = /6. Logo,

arcsen(1/2) = /6. O

Agora, consideremos a fungao cos. Assim como fizemos
com a fung¢ao seno, se considerarmos o dominio de cos como
o conjunto de todos os nimeros reais, essa func¢ao nao sera
bijetiva. Observando o grafico da funcdo cosseno (veja a
Figura M), dessa vez o intervalo I que contém o ntmero
zero e é tal que cos : I — [—1,1] é bijetiva é I ={0,7].

Figura 4: grafico da fungao cosseno, de —5 a 5.

Com isso, podemos definir a funcao
arccos: [—1, — 1] — [0, 7]

de modo que

arccos(y) = x <

{cos(x) =y e

0<x<m.

Seu gréfico é mostrado na figura a seguir (novamente, ob-
serve sua relagdo com o grafico da fungdo cosseno no inter-
valo [0,7]).

y = arccos(x)

-1 1

Figura 5: grafico de arcocosseno.

Problema 5. Mostre que, para todo x € [—1,1], vale a
igualdade

arcsen(z) + arccos(z) = g

Por fim, faremos uma discussao andloga a acima para ob-
ter a inversa da funcdo tg. O intervalo do dominio ao qual
ela serd restringida é o intervalo aberto (—7/2,7/2), 0 que
pode ser evidenciado pela Figura [0, levando em conside-
ragdo que a tangente nao estd definida quando = = —m/2
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ou z = 7/2, de modo que —7/2 e 7/2 ndo pertencem
ao dominio de tg. Uma diferenca fundamental é que,
mesmo quando x varia apenas entre —7w/2 e /2, o va-
lor de tg(z) varia sobre todos os niimeros reais. Assim,
a funcdo inversa, arctg, possui como dominio o conjunto
de todos os reais e como contra-dominio o intervalo aberto

(—=m/2,7/2).

Figura 6: gréafico de tangente no intervalo de —5m/2 a 57/2.

Formalmente, definimos a funcao
arctg : R — (—7/2,7/2)
de modo que

tg(z) =y e

arct =0
8v) {—w/2 <z <m/2.

Seu grafico, mostrado na figura a.seguir, é obtido pela
reflexdo, em torno da reta y = x, da porgao do grafico da
funcio tangente no intervalo (= m/2,7/2).

Y

Figura 7: grafico de arcotangente, de —4 a 4.

Observacao 6. Apesar de que o formato do grifico da fun-
¢do arcsen lembra um pouco o formato do grdfico funcao

tg, eles sdo bem diferentes. A principal diferenca é que
seus dominios e contra-dominios sdo diferentes; em espe-
cial, o valor mdzimo atingido no grdfico de arcsen é /2,
enquanto que o grdfico de tg pode assumir valores tao gran-
des quanto se queira. Por isso, ndo hd como desenhar to-
dos o0s pontos desse grdfico no papel e, na Figuralll, temos
que imaginar que o grdfico se estende infinitamente para
cima, assim como para baixo. Além disso; as curvaturas
desses dois grdficos ndo sdo as mesmas. Apesar de serem
parecidas a olho nu, o grifico de tg é bem.mais alongado
que o de arcsen. A diferenca fica clara nas Figuras[ e[,
quando comparamos suas inversas sen e arctg.

Exemplo 7. Quais os valores de arccos(—1/2) e arctg(1)?
Marque o ponto (—1/2,arccos(—1/2)) no grifico da Fi-
gurald e o ponto (1,arctg(1)) no grdficos da Figura [

Demonstragio. Se-arccos(1/2) = x, entdo = é um arco tal
que cos(x) = —1/2.e 0 <2 < 7. Como cos(z) é negativo,
temos que z pertence ao segundo ou ao terceiro quadrante.
Mas, como 0 < z < 7, podemos concluir que x pertence ao
segundo quadrante. Observando o circulo trigonométrico

abaixo, temos que cos(r — ) = — cos(x) = 1/2.
s
2 ; z
3 3

2w

= ¢ ——————— —

3
2

Por outro lado, o 4ngulo entre 0 e 7/2 cujo cosseno é
1/2 é m/3. Logo,

T—x=n/3 = z=n-—7n/3=2n/3.

Deixamos a cargo do leitor, marcar o ponto (—1/2, 27/3)
na Figura [l

Agora, vamos calcular arctg(1). Queremos encontrar um
arco (3 tal que tg(B) = 1e —7/2 < B < 7/2. Veja que
tg(B) = 1 equivale a sen(f) = cos(f), e sabemos que o
angulo que satisfaz isso é 8 = w/4 (que corresponde a 45
graus e n6s d4 um tridngulo retdngulo isésceles). Para fi-
nalizar, pedimos que o leitor marque o ponto (1,7/4) no
grafico da Figura[ll Veja que o valor do dngulo em graus
nao deve ser considerado ao fazer isso, pois em todos os
graficos consideramos apenas medidas de arcos em radia-
nos. O
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Sugerimos que o leitor consulte a lista de exercicios
anexa a esse material, pois ela aprofunda o que estuda-
mos na primeira se¢do com varios exercicios resolvidos.

Problema 8. Utilize a relagdo fundamental da trigonome-
tria para mostrar que, para todo x € [—1,1], tem-se:

cos(arcsen(z)) = V1 — 22,

tg(arcsen(x)) =

V1—22

Dicas para o Professor

Neste médulo, vimos apenas os conceitos basicos neces-
sarios para entender como as fungoes sec, csc, ctg, arcsen,
arccos e arctg sdo definidas, fazendo a distingdo entre in-
versa numérica e funcdo inversa. Além da relagdo funda-
mental, estudada na aula anterior, existem intimeras ou-
tras relagoes entre essas fungoes. Ha varias aplicacoes des-
sas funcoes, tanto em Matemética como em outras ciéncias,
que nao abordamos aqui. Recomendamos que o leitor inte-
ressado continue seu estudos em Trigonometria pelas refe-
réncias abaixo. Esse conhecimento serd muito importante
em disciplinas mais avancadas, durante o Ensino Superior.

A referéncia [1] desenvolve os rudimentos de Trigonome-
tria necessdrios a aplicagdes geométricas. A referéncia [2]
traz um curso completo de Trigonometria.

Sugestoes de Leitura Complementar
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2. G. lezzi Os Fundamentos da Matematica Elementar,
Volume 3: Trigonometria. Atual Editora, Rio de Ja-
neiro, 2013.
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