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Os problemas da reta tangente ao grafico de uma fungao
e da wvelocidade (instantinea) de uma particula, ja estudados
anteriormente E], levam-nos a um importante tipo de limite,
tema dos nossos proximos moédulos: a derivada.

Depois de definir a derivada de uma funcao em um ponto
do seu dominio (se¢do 1), revisitaremos aqueles problemas
(secdo 2) e discutiremos alguns exemplos (segdo 3).

1 Definicao de derivada

Em nossa discussao, consideraremos fungoes f :I — R cujo
dominio I é uma reunido de intervalos (nio degenerados) [/
Com essa hipdtese, fixado qualquer a € I, ha sentido em fazer
a varidvel x € I tender ao ponto a.

Definicao 1. Dizemos que uma funggo f: I'= R € derivdvel
no ponto a € I se o limite

i F0)= fla)

r—a Tr—a

existir. Nesse caso, denotamos tal limite por f'(a) e o cha-
mamos de derivada da fung¢do f no ponto a.

Se ocorrer de f ser.derivdvel em cada ponto de seu dominio,
diremos apenas que f € derivdvel.

Assim, se f for deriviavel no ponto a, teremos, por defi-

nicao,
iy f(@) = f(a)
f'(a) = tim SO, 1)
Considerando a mudanca de varidavel h = = — a, temos que
r=a+hex — ase esbdse, h — 0; portanto, a relacao

anterior equivale a

/ 7
Flo=

fla+h)— f(a)
s 2)

Weja o médulo Introducdo ao Cdlculo - Limites - Parte 1.
2Confira a 12 definicdo da aula Continuidade em um ponto - Parte
1IT do médulo anterior.
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Como exemplo inicial, se f for uma func¢do constante,
f(x) = ¢ para todo = € R, entdo

flz) = fla) _c—c

= =0,
T—a T—a
de modo que
o S = f@)
z—a Tr—a

Assim, f é derivavel e f/(a) = 0, para cada a € R. Nesse
sentido, diz-se frequentemente que “a derivada da constante
é zero”.

Para outro exemplo, se f for uma funcao afim, digamos
f(z) =bx + ¢, com b,c € R, temos, para qualquer x # a e se

b0,
f(@)~ fla) _ (brtg)— (batgd) ble—a)

=b.
xr—a T —a €ZT—a
Assim,
Lim M —=b.
r—a Tr—a

Portanto, f é derivavel e f'(a) =), para cada a € R.
Dessa forma, toda funcéo afim é derivével e sua derivada
em um ponto qualquer é a prépria taxa de variacdo da funcao.
Para discutir a derivada de uma funcdo f no ponto a,
devemos primeiro considerar o quociente de Newton

f(x) = f(a)

Tr—a

7x¢a’

passando, entdo, a sua “simplificagdo”. O intuito dessa sim-
plificacdo é contornar a indeterminagdo 0/0, tipica do limite
que define a derivada (pois, se f é continua no ponto a, entao
f(z) — f(a) e z — a tendem a 0 quando = — a).

Esse processo vai desde uma simples manipulacao algébrica
até o uso de argumentos mais elaborados envolvendo, por
exemplo, o teorema do confronto.

Em todo caso, superada essa etapa, a andlise da existéncia
de f’(a), bem como seu cdlculo, devem seguir da teoria dos
limites.
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Exemplo 2. Mostre que a func¢ao quadrdtica f : R — R, f(z) =
22, € derivdvel, com f'(a) = 2a, para cada nimero real a.

Solugdo. Para x # a, temos

fl@)—fla) _a?—d® (z—md)(z+a)

= = =x+ a.
r—a r—a xr—a
Portanto, vemos que f é derivavel no ponto a e
f'(a) = lim f@) = fla) = lim (z + a) = 2a.

T—ra Tr —a Tr—a
O

Observacao 3. “Limite” é uma nocdo local. Portanto, se as
funcgées f e g (definidas em a) coincidirem numa vizinhanga
do ponto a, entao f serd derivdvel no ponto a se, e so se,
g também for derivdvel no ponto a; além disso, em caso
afirmativo, vale f'(a) = ¢'(a).

Desse modo, se g € a funcao modular, g coincide com a
identidade no intervalo aberto (0,4 00), o que, pelos cdlculos
acima com fungoes afins, garante a existéncia de g'(a), para
todo a > 0, valendo'¢g'(a) =1 para tais a. De forma similar,
g € derivdvel em cada mimero negativo, com g'(a) = —1 para
cada a < 0.

Resumindo, a fun¢do modular g € derivdvel em cada ponto
ndo nulo a, com

/
g ((L) = Va 7é 0.
Como veremos a sequir, g nao € derivdvel na origem.

Sendo a derivada um limite, podemos considerar as deri-
vadas laterais

pey o e S@) = fla)
J=(a):= wl—l)rtl;,l’ r—a ®)
’ f(@) = f(a)
, o z) — f(a
fila) = tim D=2, ()
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que, caso existam, chamam-se derivada a esquerda e derivada
a direita de f no ponto a.

Se houver pontos no dominio I arbitrariamente préximos
de a, tanto pela esquerda como pela direita de a, sabemos
(como ocorre com todo limite e os limites laterais corres-
pondentes) que a derivada f'(a) existird se, e somente se,
as derivadas laterais f’ (a) e f/ (a) existirem e forem iguais
(sendo f’(a), nesse caso, o valor comum das derivadas late-
rais).

Exemplo 4. Se g : R — R € a fun¢do modular, g(x) = |z|,
mostre que g ndo é derivdavel no ponto a = 0.

Solugdo. Calcularemos as derivadas laterais g/ (0) e ¢/, (0).
Ora, se x < 0,

g(x) —g(0) _ |z _ —x

= — = = —1,
xz—0 T T
de onde se conclui a igualdade
~ g(0)
0 = fim I®) 790
g-(0) =l "= To
Analogamente, como
L= 1@ =90 _
z—0

a relacdo g’ (0) = 1 segue.
Tendo a funcdo modular diferentes derivadas laterais na

origem, conclui-se que tal funcdo nao é derivavel na origem.
O

2 Interpretando a derivada

2.1 A reta tangente

Observe a figura na qual a reta t, de cor vermelha, é
tangente ao grafico de uma funcao f : I — R no ponto

(a,f(a)).
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Essa afirmacao deve ser entendida, num primeiro mo-
mento, de modo intuitivo, no sentido de que pequenos subar-
cos C do grafico de f em torno do ponto P assemelham-se
a segmentos de reta de t, sendo essa similitude tdo melhor
quanto menor for o comprimento de C. Acompanhe na figura
abaixo, em que, da esquerda para a direita, ilustramos a
ampliagdo de uma porgao cada vez menor do gréafico de f em
torno de P.

A

Figura 1

Para encontrar a reta tangente ¢ analiticamente, tudo que
precisamos é determinar sua inclinacao.

Figura 2

http://matematica.obmep.org.br/ P.5
matematica@obmep.org.br



Para tanto, recorde que

f(z) = f(a)

r—a

é a inclinacao da secante ao grafico de f que passa pelos pontos
(a,f(a)) e (z,f(x)). Quando x — a, essa secante “tende” a
reta tangente ¢. Portanto, é natural definir a inclinacao da
tangente como o limite, quando z — a, das inclinacoes das
secantes, isto é, como a derivada de f em a.

Definicao 5. Se f for derivdvel em a, definimos a tangente
ao grdfico de f no ponto (a,f(a)) como a reta que passa
por esse ponto com inclinagdo f'(a). Portanto, a equacdo
cartesiana dessa tangente serd

y = f(a) + f'(a)(z ~a).

Para efeito de ilustragao, de acordo com o exemplo [2] a
reta tangente a pardbola y = &2 no ponto (a,a?) tem equacio
y = a? + 2a(z — a) ou, ainda, y = 2az — a?. Essa informacio
permite estabeler uma importante propriedade das pardbolas.

Para compreender o enunciado do préximo exemplo, su-
gerimos ao leitor as primeiras paginas da aula Pardbolas do
modulo de conicas.

Exemplo 6. Considere uma pardbola P, de foco F' e diretriz
d, e seja A€ P. Ser é a paralela ao eixo de P por A,
mostre que a reta tangente a P passando por A € a bissetriz

do dngulo formado por r e jﬁ' (Veja a figura E)

Solugdo. Escolhendo o sistema de coordenadas de tal forma
que F = (0,1/4) e d : y = —1/4, a parabola P terd equagdo
y = 2%, Assim, se A = (a,a?) e B for a projecdo ortogonal de
A na diretriz d, teremos B = (a, — 1/4). Como vimos acima,
a reta tangente t a parabola P pelo ponto A tem equacdo
y = 2ax — a?. Dali, é facil verificar que

N (a—;—O’—l/42+ 1/4) _ (a/20)
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TN

Figura 3

o ponto médio do segmento BF', pertence a reta t.

Por outro lado, pela definicio de pardbola, temos AB =
AF, de forma que BAF é um tridngulo isésceles de base BF.
Logo, a media(x&)AM também é bissetriz de ABF', ou seja, a
tangente ¢ = AM bissecta 0 dngulo formado por r e AF. [

Observacgdo 7. O ezemplo[ftraduz a propriedade refletora
da pardbola: todo raio, paralelo ao eixo de uma parabola, ao
nela incidir, é refletido no foco.

2.2 Taxa de variacao instantanea

Na aula Continuidade em um ponto - Parte II1I, do m6dulo
anterior, definimos (apds o exemplo 11) o conceito de taza
de variagao média de uma funcdo. Recordando, se a e x sdo
pontos distintos no dominio I da funcgéo f, entao

f(z) = f(a)

r—a

é a taxa de variacdo média de f, de a até x.

Desse modo, se f é derivavel em a, f'(a) é o limite,
quando z — a, das taxas de variagao média de f de a até
x. Nesse contexto, dizemos que f'(a) é a taxa de variacdo
instantanea de f no ponto a.
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Perceba que, se Az = x — a for a variacdo da varidvel
independente (a partir de a) e Ay = f(z)— f(a) for a variacao
correspondente da varidvel dependente, teremos (por , com
Az no lugar de h)

Ay
! _ . I
fla)= Jim =

de modo que % ~ f'(a), para Az =~ 0, ou melhor,

Ay~ f'(a)Az, [ (5)
se Az ~ 0.

Assim, a taxa de variagdo instantdnea f'(a) é quase um
fator de proporcionalidade direta entre as variacoes Ax e
Ay, permitindo estimar de forma simples (e, como veremos,
acurada), de acordo com , as variagdes Ay correspondentes
a “pequenas” variagoes Ax.

Para ilustrar esse ponto, digamos que uma tela quadrada,
projetada para ter 1 m de lado, tenha sido construida com
99 cm de lado. Vamos estimar a variacao da area da tela.

Ora, a 4rea (em m?) y = f(x) de uma tela quadrada
com x m de lado é y = 22, de sorte que a variacio da &rea
se expressa como Ay'= f(0,99) — f(1). Tomando a =1 e
Az = —0,01 em , obtemos (pelo exemplo

Ay~ f'(1)Az =2 (—0,01) = —0,02,

uma boa aproximagcdo, haja vista que o valor real de Ay é
Ay =10,99%2 — 12 = —0,0199.

Exemplo 8.

1) Mostre que a fungdo sen € derivdvel na origem e calcule
sen’(0).

1) Justifique a aproximacdo
senz = x, (6)

para x ~ 0.

3Adiante, discutiremos de forma precisa o qudo boas sdo essas apro-
ximagoes.
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Solugao. Pelo limite trigonométrico fundamental, temos

. senxz —sen0
sen’(0) = lim ————
x—0 x€r — 0
. senzx
= lim =1.
z—0 X

Portanto, sen x — sen 0 = sen’(0)(z — 0), para = ~ 0, ou seja,

senrT & x,

se r =~ 0. O

Quando f(t) é a posigdo de uma particula no instante ¢,
uma taxa de variagao média de f é chamada de velocidade
média (no intervalo em que for calculada), enquanto a taxa
de variagdo instantinea em to (i.e., f'(tg)) é a velocidade
(instantdnea) da particula no instante to.

Por exemplo, se a particula descrever um movimento
retilinio uniforme (MRU), sabemos que existem reais v e s
tais que f(t) = vt+ s, para cada t. Dai, f' = v e a velocidade
da particula é constante.

Por outro lado, se-um corpo estiver em movimento retilinio
uniformemente variado (MRUV), sua velocidade serd uma
fungdo afim do tempo, isto é, f'(t) = at + vg. Aqui, vy é a
velocidade inicial da particula e a é a taxa de variagao da
velocidade, isto é; a, aceleracdo do corpo. Entao, f serd uma
funcao quadratica do tempo.

Podemos nos convencer desse fato da seguinte forma: pela
relacao do exemplo a funcéo posicao

s(t) = %t2 + vot + o,

com sy qualquer, tem a mesma (funcao) velocidade que f.
Escolhendo sy = f(0), as funcoes f e s agora tém, além da
mesma velocidade, a mesma posi¢ao inicial, o que nos leva a
concluir a igualdade f = s EL

40 resultado que justifica o argumento é o seguinte: se I é um
intervalo e f,g : I — R tém a mesma derivada em cada ponto de I,
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Exemplo 9. FEnquanto o ponto P, = (cost,sent),t € R,
percorre o circulo unitdrio do plano cartesiano, sua proje¢do
no eizo das ordenadas, f(t) = sent, descreve um movimento
retilinio (MR) periddico. Justifique a sequinte afirmagdo:
analisando o MR entre os instantes t = —7/2 e t = 7/2,
percebemos que o ponto se move mais rapidamente ao passar
pela origem.

Solugao. Adiante, veremos que a fungio sen é derivdvel em
todo ponto, de modo que a velocidade da func¢édo posicao f
estd bem definida em cada instante. Pelos cédlculos feitos na
pagina 10 da aula Continuidade em um ponto - Parte I1I, do
moédulo anterior, temos

sent — sentg
t—to

para quaisquer t # to. Fazendo t — ty na desigualdade acima,
obtemos |f'(tp)] < 1, em cada instante tg, ou seja, |f'], a
velocidade escalar do corpo, nunca ultrapassa 1.

Por outro lado, temos f'(0) = sen’(0) = 1 (vide exem-
plo anterior), de sorte que o.ponto f(t) adquire velocidade
maxima na origem. O

3 Mais alguns exemplos

Exemplo 10. Se s : R — R € a funcao quadrdtica s(t) =
at>4 bt + ¢, calcule s'(t).

Solugao. Vejamos que

s'(t) = 2at + b, (7)

entdo f e g diferem por uma constante. Embora tal resultado possa ser
provado diretamente, podemos obté-lo como um simples coroldrio de uma
proposi¢ao central na teoria: o Teorema do Valor Médio. Acompanhe
as proximas aulas.
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para cada t € R. De fato,
s(t+h) —s(t)

s'(t) = Jim, h
. a(t+h)2+b(t+h)+c— (at® + bt +c)
= lim
h—0 h
_HmM+2ath+ah2+b{+bh+¢—(m’fﬂa{ﬂé)
_h—>0 h
. h(2at + b+ ah)
= hm B Z—
h—0 }'i

= lim (2at + b + ah) = 2at + b,
h—0
como queriamos. O

Observacdo 11. Na proposi¢io 8 da aula Fungdes Racionais
do mddulo de introducao ao cdlculo - leis-do limite - parte 2,
o leitor encontrard o cdlculo da-derivada_de um polinéomio
qualquer e, mais geralmente, da. derivada de uma funcdo
racional.

Exemplo 12. Calcule uma aproximagao de v/101 e estime o
erro.

Solugao. Convém definirmos f : [0, + c0) — R por f(z) =
Vz. Assim, a partir da derivada f/(100) e da relagao
obteremos uma-aproximagcao para

Ay = f(101) — f£(100) = v/101 — 10,

relativa a variacdo Axr = 101 — 100 = 1. Ora, para cada
a >0, E] temos

Vi—\a

f(a) = lim p—
 lim r—~Ja
s—a (yr—/a)(Vz + /a)

1 1
:1' = .
xlgi\/gf+\/& 2v/a

50 leitor pode verificar que a funcéo raiz quadrada ndo é derivével
na origem.
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Portanto, f’(100) =1/20 = 0,05 e
Ay ~ f'(100)Az = 0,05 -1 = 0,05,

de forma que

V101 = 10 + Ay = v101 =~ 10,05.
Podemos estimar o erro nas aproximacoes acima da se-
guinte forma:
10,052 — 101 0,0025

0 < 10,05 — V101 = <
10,05 + /101 20

= 0,000125.

O

Exemplo 13. Seja f : R — R uma fungao satisfazendo a
equacdo funcional

flz+y) = fx)+ fly)+ 2%y +ay’, (8)
para quaisquer niumeros reais v e y. Se
lim 7f(ac) =1,
x—0 X

prove que f é derivdvel e calcule f'(x), para cada ndmero
real .

Solugao. O calculo abaixo mostra que f é derivavel, valendo

f'(z) =1+ 2%, para todo = € R.
Com efeito, observando que

y—0 Y
a equacao funcional da
y—0 Yy
_ fly) + 2Py +ay?
= lim
y—0 Yy

= lim (f(y) + 2 +xy>
Y

y—0

=1+4+2°+2-0=1+ 2%
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Dicas para o Professor

Em relacdo a observacgao |7}, o professor pode explorar as
aplicacgoes associadas & propriedade refletora da pardbola a
partir do seu uso na construcéo de antenas parabdlicas, fardis
de automéveis, microfones parabdlicos, etc.

A aproximagao @ é muito 1til em Fisica. Confira o artigo
[4] para alguns exemplos.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Calculo. 2% ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2022.

2. H. L. Guidorizzi. Um Curso de Cdlculo, vol. 1. 62 ed.
LTC, 2018.

3. J. Stewart. Cadleculo, volume 1. 5% ed. Thomson, 2006.

4. Small-angle approzimation.
https://en.wikipedia.org/wiki/Small-angle_approximation
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