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1 O principio multiplicativo

Iniciamos esta segao enunciando as duas propriedades
abaixo, conhecidas respectivamente como o Principio
Aditivo e o Principio Multiplicativo, e que servem de
base para a resolucao de varios problemas de contagem.

Proposicao 1. Se A e B sao conjuntos finitos cuja in-
tersecao € vazia, entio n(AU B) = n(A) + n(B), em que
n(A) denota o nimero de elementos de A, n(B) denota o
nidmero de elementos de B e n(AU B) denota o nimero
de elementos de AU B.

Proposicao 2. Se uma decisio dy pode ser tomada de m
modos e uma outra decisao ds, independente de dyi, pode
ser tomada de n modos, entdo o numero de modos de se
tomar as decisoes dy e do simultaneamente é m - n.

E relativamente simples ver porque o principio aditivo é
verdadeiro; por isso, deixamos essa tarefa ao leitor. Quanto
ao principio multiplicativo, basta observar que podemos
listar os possiveis modos de tomarmos as decisoes d; e ds
simultaneamente da seguinte forma: comegamos formando
uma tabela com m linhas e n colunas, na qual cada li-
nha corresponde a um modo de tomar a decisao dy e cada
coluna a um modo de tomar a decisao d». Em seguida,
observamos que a tabela tem m - n entradas, e que cada
uma delas corresponde a uma escolha simultdnea de uma
decisao para dy e outra para ds.

A seguir, colecionamos alguns exemplos que ilustram
como os principios aditivo e multiplicativo podem ser uti-
lizados na resolugao de problemas.

Exemplo 3. Um certo pais possui 4 cidades, denominadas
A, B,C e D. Existem 5 estradas ligando A e B, 4 estradas
ligando B a C, 2 estradas ligando A a D e 3 estradas
ligando D a A. Se tais estradas tém mdao unica, calcule
quantas sdo as maneiras diferentes de viajarmos de A até

C:
(a) passando por B.

(b) passando por B ou D.
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Solugao. Utilizando o principio multiplicativo, temos 5 -
4 = 20 modos diferentes de viajar de A até C passando
por B e outros 2 -3 = 6 modos diferentes de viajar de A
até C passando por B. Portanto, pelo principio aditivo,
temos 20 + 6 = 26 maneiras diferentes de viajar de A até
C. Assim, a resposta do item (a) é 20, ao passo que a do
item (b) é 26. O

Exemplo 4. Quantos sdo os numeros impares formados
por 3 algarismos?

Solugao. Podemos reduzir a solugao do problema a to-
mada simultdnea de trés decisoes: escolher o algarismo
das unidades, escolher o algarismo das dezenas e escolher
o algarismo das centenas.

Podemos escolher o algarismo das unidades de 5 mo-
dos, pois, uma vez que estamos contando os nimeros
impares com trés algarismos, o. algarismo das unidades
deve pertencer ao conjunto {1,2,3,4,5}. Para a esco-
lha dos algarismo das dezenas temos 10 possibilidades,
pois nao ha qualquer restricao para essa escolha, isto é,
esse algarismo pode ser qualquer elemento do conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Finalmente, temos 9 modos de
escolher o algarismo das centenas, pois ele nao pode ser
igual ‘a zero, ou seja, deve ser um elemento do conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Portanto, pelo principio multiplica-
tivo, a quantidadde de numeros impares formados por 3
algarismos é 5 - 10 - 9 = 450. O

Exemplo 5. Quantos divisores positivos possui o numero
3602

Solugao. Fatorando o ntmero 360 em um produto de
ndmeros primos, obtemos:

360
180
90
45
15
)

1
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23.32.5

Nosso objetivo é contar todos os divisores positivos de
360. Como vimos acima, 360 = 23 - 32 - 5, entdo, qualquer
divisor de 360 necessariamente tem a forma 2¢ - 3% - 5¢,
em que a € {0,1,2,3},b € {0,1,2} e ¢ € {0,1} (pois um
divisor de um nimero nao pode ter mais cépias de um
fator primo do que o préprio nimero). Assim, temos 4
modos de escolher a, 3 modos de escolher b e 2 modos de
escolher ¢. Como tais escolhas sdo simultaneas, segue do
principio multiplicativo que 360 possui 4-3-2 = 24 divisores
positivos. o

Observacao 6. Seguindo o raciocinio empregado na Te-
solucao do exemplo [, podemos estabelecer uma férmula
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para calcular a quantidade de divisores positivos de um
numero inteiro qualquer N. Para tanto, primeiro fato-
ramos N em um produto de poténcias de niumeros primos
distintos. O numero de divisores positivos de N € dado pelo
produto dos sucessores dos erpoentes que aparecem messa
fatoragdo. Em simbolos matemdticos, se

N = p‘lll .pg‘2 .

Qe
R 2

com p1, P2, ..., Pr nUMeros primos distintos e a1, aa,
.., Qg inteiros positivos, entao a quantidade de divisores
positivos de N € dada por

(a1+1)-(a2+1)-...-(ar+1).

Exemplo 7. Quantos divisores positivos possui o numero
N =20%2-32-737

Solugao. De acordo com a observacao anterior, temos ini-
cialmente que escrever N como produto de poténcias de
primos distintos. Para tanto, note que

20%-32.7 =(22-5)%.25. 73 =21.52.25.73
=2.5%. 7%
Portanto, novamente pela observacdo[6l N possui
(9+1)(24+1)(34+1)=10-3-4=120
divisores positivos. o
A seguir, apresentamos um exemplo mais elaborado.

Exemplo 8. Calcule a quantidade de pares (x,y) de intei-
ros positivos que satisfazem a equagao
Ty
z+y

= 144.

Solugao. Temos:

Ty
r+y

= 144 < zy = 144" (z +9)

< ry = l44x + 144y
— ry — 144y = 144«x
—y-(x—144) = 144z
144x
T r— 144

Fazendo n = x — 144, temos = n + 144 e, assim,
144z 144 - (n+ 144)

x— 144 n

144n + 1442 1442
_Aan A A B
n

y:

Agora, observe que estamos procurando valores inteiros
positivos para x, de forma que n + 144 > 0 ou, o que é
o mesmo, n > —144. Como também estamos procurando

valores inteiros positivos para g, concluimos, a partir da
ultima, equacao acima, que n deve ser um divisor de 1442,
tal que 144 + % > 0. Isso é o mesmo que %m >0 e,
como n + 144 > 0 devemos ter n > 0.

Entao, n é um divisor positivo de 1442. Também ¢ facil
verificar que, para cada divisor positivo n de 1442, temos
um valor para x e um valor para y, de tal forma que valores
distintos para n fornecem pares (z,y) distintos. Portanto,
a quantidade de pares (z,y) de inteiros positivos que sa-
tisfazem a equacao % = 144 ¢ igual a quantidade de
divisores positivos de 1442,

Para o que falta, como 144% = (2%. 32)2 =28.3% aob-
servagao [6] garante que a quantidade de divisores positivos
de 144%2 ¢ (8 +1)(4+1) =9 -5 = 45. O

2 Mais alguns problemas de conta-
gem

Esta se¢ao coleciona mais exemplos de problemas de con-
tagem, a fim de ilustrar sua diversidade para o leitor. Ao
ler as solucoes dos exemplos mostrados aqui, o leitor per-
ceberd que nao ha regras gerais ou formulas mdgicas para
resolver problemas de contagem. De outra forma, o mais
das vezes um pouco de raciocinio serd mais util do que
quaisquer féormulas.

Exemplo 9. Um programa de computador calculou o0s
niimeros 22016 ¢ 52916 ¢ escreveu seus algarismos, de forma
consecutiva, na tela. Quantos algarismos foram mostra-
dos?

Solugao. Denotemos por m a quantidade de algarismos
do niimero 22016 ¢ por n a quantidade de algarismos do
ntmero 52%16. Nosso objetivo é calcular o valor de m + n.

Como 22°16 possui m algarismos, 10™~! é o menor
ntimero com m algarismos e 10™ é o menor niimero com
m + 1 algarismos, concluimos que

10m 1 « 22016  19m,
Analogamente,
1071 < 52016 < 107,

Multiplicando as desigualdades acima e utilizando as pro-
priedades de potenciagao, obtemos:

10m+n72 < 102016 < 1Om+n

Entao, devemos ter m +n — 2 < 2016 e m +n > 2016
ou, o que é o mesmo, 2016 < m + n < 2018. Portanto,
m+n = 2017. O

Exemplo 10. Quantos nimeros inteiros e positivos satis-
fazem a dupla inequagdo abaixo?

2000 < v/n(n — 1) < 2016
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Solugao. Temos:
2000 < v/n(n —1) < 2016
2
> 20002 < ( n(n — 1) < 20162

<= 20007 < n(n —1) < 20162

Agora, como n é um inteiro positivo, é imediato observar
que
n(n — 1) > 2000% <= n > 2000

e, analogamente,
n(n —1) < 2016% <= n < 2017.

Portanto, n satisfaz a dupla inequacao do enunciado se, e
somente se, 2001 < n < 2016, de sorte que temos um total
de 16 solugoes inteiras e positivas para a mesma. O

Exemplo 11. Em um certo pais, a cada 20 matemdticos,
um deles também € masico, enquanto que a cada 30
mausicos, um deles também é matemdtico. Hd mais misicos
ou matemdticos nesse pais?

Solugao. Se denotamos por n a quantidade de habitantes
que sao musicos e mateméticos ao mesmo tempo, temos
que a quantidade de matematicos é 20n, pois a cada 20
matematicos, um também é musico. Por razoes anédlogas,
a quantidade de musicos é 30n. Portanto, a quantidade de
musicos é 1,5 vezes a quantidade de matematicos. O

Exemplo 12. Uma urna contém 12 bolas azuis, 7 bolas ver-
melhas, 9 bolas brancas e 2 bolas pretas. Qual € o nimero
minimo de bolas que uma pessoa deve retirar da urna para
que ela tenha a certeza de ter retirado pelo menos 5 bolas
da mesma cor?

Solucao. No pior dos casos, antes‘de serem retiradas 5 bo-
las de uma mesma cor, terao sido retiradas 4 bolas azuis,
4 bolas vermelhas, 4 bolas brancas e 2 bolas pretas, totali-
zando 14 bolas retiradas. A partir-dai, a 15* bola retirada
devera ser azul, vermelha ou branca, pois as 2 bolas pretas
ja terao sido retiradas. Portanto, 15 é o nimero minimo
de bolas que devem ser retiradas para que se tenha, com
certeza, pelo menos 5 bolas de uma mesma cor. O

3 Somando os n primeiros naturais

Nesta se¢ao, utilizamos ideias simples de contagem para
calcular algumas somas de inteiros. Dentre essas, a mais
importante é a colecionada no exemplo a seguir.

Exemplo 13. Mostre que

n(n—i—l).

1+24... =
+2+...+n 5

Solugao. Inicialmente, note que a soma nao se altera
quando invertemos a ordem das parcelas, ou seja,

1424+...+(n—1)+n=n+n—-1)+...+2+1.
Denotando essa soma por S, podemos escrever:
S=n+n-1)+...+2+1
S=1+42+...4+(n—1)+n

Agora, somamos membro a membro as duas igualdades
acima, tendo o cuidado de, no segundo membro, somarmos
primeiro as primeiras parcelas, depois as segundas parce-
las, depois as terceiras e assim por diante. Procedendo
dessa forma, obtemos

28=mn+1)+n+1)+---+n+1)+(n+1)

n vezes

de forma que 25 =n(n+ 1) e, dai, S = @ O
Exemplo 14. Calcule o valor da soma 1+ 2+ ...+ 2016.

Solugao. Utilizando a férmula dada no exemplo[13] obte-
mos:

2016 - 2017

1424 ...42016 = = 1008 - 2017 = 2033136.

O

Exemplo 15. Calcule o valor da sequinte soma de nimeros
naturais consecutivos:

S =35+36+...4100.

Solugao. Observe que, denotando S1 =1+2+...+34 e
Sy =142+...4100, temos S = Sy —S1. Por outro lado,
pela férmula apresentada no exemplo [13] temos:

5’1:1+2+...+34:¥:17-35:5Q5
e
Sg=1+2+...+IOO=M=50-101=5O50.
Portanto, S = 5050 — 595 = 4455. O

Exemplo 16. Qual numero € maior, a soma de todos os
numeros pares de 0 a 100 ou a soma de todos os nimeros
impares de 1 a 992 Qual a diferenca entre o maior e o
menor desses dois niumeros?

Solugao. Calculando a soma dos numeros pares de 0 a
100, temos:

04+2+44+46+...+100=2-(1+2+3+...+50)

:2-¥:2550.
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Quanto & soma dos numeros impares, temos

14+345+...+99=1+(1+2)+(1+4)
o (14+98)
=14+14+1+...4+1
50 vezes
+2+446+...+98
=50+2-(14+2+3+...+49)
49+ 50

=50+2- ——
+ 2

= 50 4 2450 = 2500.

Portanto, a soma dos nimeros pares de 0 a 100 é maior
que a soma dos nimeros impares de 1 a 99. Além disso, a
diferenca entre esses dois nimeros é igual a 50. O

Exemplo 17. Calcule o valor da soma dos maltiplos de 3
compreendidos entre 1 e 200.

Solucgao. Os miltiplos de 3 entre 1 e 200 sao
{3,6,...,198}. Entdo, o que queremos é encontrar o valor
da soma

S=3+6+...4+198.

Mas, observe que

S=3+4+6+...+198=3-(1+2+...+66)
66.67
—-3. —
2
=3.33-67

= 6633.
O

Exemplo 18. Considere a sequéncia de figuras forma-
das por pequenos azulejos quadrados e desenhada abaizo.
Quantos azulejos sao necessarios para formar desde a pri-
meira até a centésima figura?

[] [ ]

Solugao. Observe que a primeira figura é formada por
apenas 1 agulejo, e a partir da segunda, cada figura pode
ser formada a partir da anterior acrescentando-se 3 azule-
jos, sendo um em cada ponta. Entao, a segunda figura é
formada por 1 + 3 = 4 azulejos, a terceira é formada por
1+2-3 =7 azulejos, a quarta é formada por 1+3-3 =10
azulejos, e assim por diante.

Dessa forma, concluimos que a centésima figura é for-
mada por 1+499-3 = 298 azulejos. Portanto, a quantidade
de azulejos utilizados para formar desde a primeira até a
centésima figura é:

1+ (14+3)+(1+2-3)+(1+3-3)+...+(1+99-3) =

=1+14...+1434+2-34+3-34+...499-3
| S

100 vezes
—10043-(14+2+3+...+99)
99 - 100

=100+3-

=100+ 3 - 4950 = 14950.
O

Exemplo 19. Considere a sequéncia dos 50 primeiros
nimeros naturais. E possivel escrever um dos sinais +
ou — antes de cada um desses numeros de tal modo que
o resultado da expressao numérica resultante seja igual a
zero?

Ll D2 304 ... Lo L 50

Solugao. Suponha que seja possivel por um dos sinais
+ ou — em cada quadradinho da figura acima, de modo
que o resultado da expressao numérica obtida seja igual
a zero. Podemos separar os nimeros do conjunto A =
{1,2,3,4,...,49,50} em dois subconjuntos, um deles, que
denotaremos por Ap, formado pelos nimeros que sao pre-
cedidos pelo sinal 4, e o outro, que denotaremos por As,
formado pelos nimeros que sao precedidos pelo sinal —.
Para que o resultado da expressao seja zero, a soma dos
ntimeros dos dois grupos deve ser a mesma. Denotemos
essa soma por S. Como a reuniao dos elementos dos dois
grupos é o conjunto {1,2,3,4,...,49,50}, a soma dos ele-
mentos de A deve ser igual a 25. Logo, a soma dos ele-
mentos de A deve ser um nimero par. Mas, pelo exemplo
I3l a soma dos elementos do conjunto A é dada por:

50 - 51
1+2+3+4+...+49+50=T=1275.

Como essa soma é um numero impar, o que nos leva a
concluir que nao é possivel péor um dos sinais + ou — nos
quadradinhos de modo que o resultado da expressao seja
Z€ro. O

4 Somando os n primeiros quadra-
dos

Terminamos este material mostrando como somar os n
primeiros quadrados perfeitos.
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Exemplo 20. Mostre que

1)(2n+1
12492182 4 4 (n—1)2+n2 =0T )6( n+l)

Solugao. Iniciamos recordando a formula para o cubo da
soma de dois termos, apresentada no moédulo de produtos
notéaveis e fatoragao de expressoes algébricas:

(a+b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°.
Utilizando essa férmula, podemos escrever:
22 =(1+1)0P=1+3-1-1+3-1-12+1°

¥ =02+1)0P=2"+3-22-1+3-2-12+1°

42 =0B+1)P°=3"+3-32-1+3-3-12+1°

n=m-12+3-n-12-143-(n—1)-12+1°
(n+1)¥=n3+3-n2-1+3-n-12+1°

(Note que na peniltima das igualdades acima, escrevemos
n=Mn-1)+1.)

Agora, somando todas essas m igualdades membro a
membro, percebemos que os cubos dos niimeros inteiros de
2 até n figuram em ambos os lados da equagao. Portanto,
podemos cancelar esses cubos, restando apenas (n+1)3 do
lado esquerdo. Entao, denotando

S=1"+224+3"+.- .+ (n—1)*+n?
temos:

(n+1P=134+35+31+2+...4n) +1+1+...+1
~—_—————

n vezes

1
:1+3S+3-%+n.
Dai, obtemos:
1
3S=(n+1)3—1—3-@—n

=65 =2n+1)>-3nn+1)—2(n+1)
=65 =(n+1)2(n+1)%—3n—2]
=65 = (n+1)[2n* +4n +2 —3n — 2]
=65 = (n=+1)[2n* + n]
=6S=(n+1)n2n+1)
n(n+1)2n+1)

:}S: 6 .

Exemplo 21. Calcule o valor da soma:

S=1+44+94+16+...4 2500.

Solugao. Observe que a soma acima ¢é a soma dos primei-
ros cinquenta quadrados, ou seja,

S=124+224+3%+ ... +50%

Portanto, pela férmula deduzida no exemplo anterior, te-
mos

~50-51-(2-50+1) 50-51-101

o 6 6

= 42925.

N

Exemplo 22. Uma figura Q € formada pela justaposi¢do de
100 quadrados, sendo que o primeiro quadrado tem lado 1
cm, o sequndo tem lado-2 cmy o terceiro tem lado 3 cm,
e assim por diante até o centésimo, que tem lado 100 cm.
Calcule a drea de Q.

I_

Solucao. Denotemos por Ag a drea de ). Uma vez que a
area de um quadrado é o quadrado do comprimento de seu
lado, temos que Agp é dada pela soma dos 100 primeiros
quadrados. Assim, temos:

Ag=1242%+3% + ...+ 100
100-101-(2-100+1)

6
100-101 - 201

6
= 338350 cm>.

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas uma sessao de
50min para discutir as sec¢oes [I] e Bl e uma outra sessdo de
50min para discutir as segoes Ble 4l Na segao [Il explique
muito cuidadosamente os principios aditivo e multiplica-
tivo, enfatizando sua utilizacao nos exemplos que vém em
seguida. Nas se¢oes [l e M inicialmente proponha proble-
mas envolvendo somas de niimeros natuais e de quadrados
de niimeros naturais consecutivos, e somente depois apre-
sente e dediza as férmulas correspondentes. Isso vai fazer
com que os alunos procurem estratégias nao convencionais
para calcular as somas em questao.
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