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1 Funcgoes mondétonas

Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma fungao. Dados
r1 < x9 em I, dizemos que

(i) f é crescente se f(x1) < f(x2);
(ii

) f é decrescente se f(x1) > f(x2);
(iii) f é nao decrescente se f(x1) < f(x2);
)

(iv) f é nao crescente se f(x1) > f(x3).
Uma fungao que satisfaz uma das quatro condigoes acima
é chamada fungao mondétona.

Uma funcdo ndo pode ser simultaneamente crescente
e decrescente, pois isso acarretaria, para r; < xs em I,
f(z1) < f(z2) e f(x1) > f(z2), 0 que ndo é possivel.

Uma fungao pode ser simultaneamente nao crescente e
nao decrescente. Neste caso, para quaisquer r; < Ts em
I, devemos ter f(x1) < f(z2) e f(z1) > f(x2), ou seja,
f(z1) = f(z2), o que significa que f é constante.

Se x1 e xo sao dois elementos distintos de I, podemos
avaliar a monotonicidade da funcao f observando a razao

Ry(z1,22) = M (1)

T2 — 21
De fato temos as seguintes equivaléncias:

(I) f é crescente se, e somente se, R¢(z1,22) > 0, para
quaisquer x1,xo € I;

(IT) f é decrescente se, e somente se, Ry(z1,x2)-< 0,
para quaisquer x1,xg € I;

(IIT)  f é nao decrescente se, e somente se, Ry(x1, T3) > 0,
para quaisquer x1, o € I;

(IV) f é nao crescente se, e somente se, Ry¢(x1,22) <0,
para quaisquer x1,x2 € I;

Para justificarmos as afirmagoes feitas acima, basta obser-
varmos a conexao entre o sinal de Ry(x1,22) e a relacdo
entre as desigualdades envolvendo x1 e 2, f(x1) e f(x2).
Por exemplo, Ry(z1,x2) > 0 é equivalente a

f(z2) = f(x1)

L2 = T1

>0

e isso significa que numerador e denominador dessa fracao
tém o mesmo sinal. Assim, se x; < 2, o denominador
x9 — x1 € positivo, o que forga o numerador f(z2) — f(x1)
a também ser positivo; por sua vez, isso significa que f é
crescente, de acordo com a definicao dada em . Reci-
procamente, se f é crescente, numerador e denominador
da fracao em tém o mesmo sinal e isso implica que
Ry(x1,22) > 0, para quaisquer z1,z2 € I. Isso demonstra
a validade de . O raciocinio para estabelecer os casos
(IT), (III) e (IV) é andlogo.

Exemplo 1. Seja f : R — R a fun¢do dada por f(z) =
ax + b, onde a,b € R sdo constantes. Se x1,x2 € R sdo
distintos, entao

f(z2) = f(z1) axa+b— (ax1 +b)

Rf(xl’m) - T2 —T1 - T2 — T
ars —axry  a(xe —x1)
= = = Q.
To — X1 Xo — I

Se a =0, entdo Ry(x1,z2) =0, para quaisquer x1,xs €
R distintos, logo, a fungao f € constante.

Se a > 0, entdo, entdo Ry(x1,33) = a > 0, para quais-
quer x1,xo € R distintos, logo, a fungao f é crescente.

Se a < 0, entdo, entdo Ry(x1,x2) = a < 0, para quais-
quer x1,xo € R distintos, logo, a funcao f € decrescente.

Exemplo 2. Seja f : R — R.a fungdo dada por f(z) =

1?—%' Ezplique, com justificativa, se f € mondtona.
Solugao. Precisamos verificar o sinal da razao %,
para quaisquer x; e xo reais distintos.  Calculemos
Ry(x1,20):
Ry gy — )= )

, =

Ty — T
. ( x5 3 )
S xe—m \7i+1 2241
r3(x? +1) — 2322 + 1)
(22 — 21) (2} +1)(23 + 1)
_ a3e? +ad —afad —af
(w2 =)@ + 1) (23 + 1)
B 2223 (vy — 11) + (22 — 1) (23 + 2221 + 27)
a (22 — 21) (2} +1)(23 + 1)
_ (za—m)(af2] + 23 + womy + 2F)
(w34 )
x%x% + x% + xox1 + x%
(22 +1)(22 +1)

Agora, note que

2 2

z 3z

x5+ mawy +af = (I§+I2I1+zl)+71
r1\2 3a?
- (Wr?) e

que é positivo se x1 # x2 (pois a Unica forma de ser igual
a 0 é se tivéssemos z2 + - = 0 e 1 = 0, 0 que acarretaria
1 = x9 = 0). Assim,
2 2
2,2 T 3z
riTh + (1'2 + 71) + =
(af + (3 +1)

Rf(xhl’g) = >0 (2)

Sendo Rjf(x1,x2) positiva para todos z1 e xo distintos,
concluimos que f é crescente. O
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Se a fungao h é dada pela soma das fungoes f e g, entao
sua monotonicidade pode decorrer das monotonicidades de
f e g. Por exemplo, se f e g forem crescentes, entao, para
x1 e x9 reais distintos, Ry(z1,22) > 0 e Ry(z1,22) > 0;
por outro lado, h = f + g implica

h(x2) — h(x1)

Rh(-Tl,xQ) = To — 4y
_ f(z2) + g(z2) — f(21) — g(21)
— f(sz :ifﬁﬂl) n g(ﬂsz :igh)

:‘Rf($17$2)+ﬂRg($17$2)>>0

Da mesma forma, se f e g forem decrescentes (resp. nao
crescentes, ndo decrescentes), entdo h serd decrescente
(resp. ndo crescente, ndo decrescente).

Exemplo 3. Encontre os valores de a € R para os quais a
fungdo f : R — R, dada por f(x) = z3 + ax, é crescente.

Solugao. A resposta é: a funcdo f é crescente se, e so-
mente se, a > 0.

Primeiro vamos tratar o caso em que a = 0. Neste caso,
f(x) = 23 e, para x; e x5 ntimeros reais distintos,

f(z2) — f(21) _ ffg_f?

Byl z2) = Ty — 13 Ty — 11
_ (@o—m1)(23 + w1 + )
Zo—T1

2 2
= x5 + T2y + T

r1\2  3a?
_(x2+ 2) + >0

Agora, se ¢ > 0, vimos no Exemplo [l| que a funcao
x +— axr também é crescente. Portanto, de acordo com
a discussdo que precede esse exemplo, f(z) = 2 + ax é
crescente, pois é a soma de duas fungoes crescentes.

Por fim, se a < 0, vamos mostrar que f nao é crescente.
Para isso, vamos exibir nimeros reais r1 < xo tais que
f(z1) > f(z2).

Seja b= —a > 0. Se x3 = % e Ty = @, temos, por um
lado, 1 < z2; por outro,

3
flzy) = <\/B> +a<@> :b—\/l;fb-ﬁzfgb\/g

3 3 27 3 27
e
3
P N A S Y R
2= “\27) 778 2 8
Agora, como —bvb < 0,
8 3 8hvb _ 3bVo

2 Maximos e minimos

Seja I C R um intervalo e f : I — R uma funcao. Um
nimero real yo é um valor minimo de f se as duas
condigoes a seguir forem satisfeitas:

(a) existe zg € I tal que f(zo) = yo;
(b) yo < f(z), para todo x € I.

Da mesma forma, um ntmero real y; éum valor maximo
de f se as duas condigoes a seguir forem satisfeitas:

(A) existe z1 € I tal que f(x1) = y1;
(B) f(x) <y, para todo € 1.

O walor minimo de uma funcgdo f, se existir, é unico.
De fato, se yg e 2y satisfazem @, entdao yo = f(wo) e
zo = f(ug), para certos xg,ug € I. Mas, como yy e 2o
também satisfazem (b)), temos

yo < fluo) =20 € 20 < f(x0) = o,

de forma que yo = 2p.

De modo anélogo, o valor mdximo de uma fungdo, se
existir, € unico.

Devemos observar, no entanto, que, embora os valores
maximo e minimo de uma fungao sejam tnicos se existi-
rem, eles podem ser imagens de mais de um elemento do
dominio. Vejamos um exemplo nesse sentido.

Exemplo 4. A funcio f: R — R, dada por f(x) = senz,
tem valor mdximo igual a 1 e valor minimo igual a —1.
Esses wvalores sdo atingidos um infinidade de vezes pela
funcao. De fato, para todo k € Z, temos

Conforme antecipamos acima, uma fungao pode nao ter
valor maximo e/ou minimo.

Exemplo 5. A fungio f : [1,+00) — R, dada por f(x) =
%, admite valor mdzimo 1 mas nao admite valor minimo.

Solugao. Se x € [1,400), entdo z > 1, logo, f(z) = 1
1; assim, y; = 1 satisfaz . Como f(1) =1, y; também
satisfaz (A)). Portanto, y; = 1 é o valor mdximo de f.

Por outro lado, f nao admite valor minimo. De fato,
temos de mostrar que nenhum valor na imagem de f é
menor que todos os outros, o que pode ser feito observando-
se que, para xo > 1, temos 2z¢ > ¢ (logo, 2z¢ > 1) e

! <i=f(900)~

2x0 o

f(220) =

O
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Deixamos como exercicio para o leitor verificar que a
fungao f : (—oo,—1] — R, dada por f(x) = %, admite
valor minimo —1 mas nao admite valor maximo. Também,
a fungdo f : (0,4+00) — R, dada por f(z) = %, nao admite
nem valor maximo nem valor minimo.

Quando precismos falar sobre o valor méximo ou minimo
de uma fungao f sem especificar se esse valor é o maximo
ou o minimo, costumamos nos referir a tal niimero como
um valor extremo de f.

A proposicao a seguir estuda os valores extremos de
fungbes quadraticas.

Proposicao 6. Seja f : R — R uma fun¢do quadrdtica
dada por
f(x) = az® + bz +c, (3)

com a,b,cR e a # 0. Se A = b*> — 4ac, entdo o valor
extremo de [ € ym, = —ﬁ, sendo atingindo somente no

ponto T, = —%. Além disso,
(a) sea >0, entao y,, € o valor minimo de f;
(b) sea <0, entdo y,, € o valor mdzimo de f.

Prova. Vamos comegar escrevendo a expressao da fungao
f em uma forma que torne mais simples a procura por
seu valor extremo. Faremos isso “completando quadrados”
(veja o médulo Equagoes do sequndo grau, do nono ano, ou,
ainda, as soluges dos exemplos |2 e [3]).

Como a # 0, podemos escrever

f(x) :a~<x2+b-x+c>
a a

PR by’ £2+E
v 2 " 2a 2a al’

= qa -

2 . , ~
onde o termo (%) foi soma e subtraido para que as trés

primeiras parcelas do fator entre colchetes na ultima ex-
pressao acima se tornem um quadrado perfeito. Realmente,

flx)=a-|{z+ b _ (b 2+E =
B 2a 2a al
=a T+ b z—ﬁ °l =
o 2a 4a2  a
B L ? b —dac
- o 4a?

Usando a notacio A = b% — 4ac, podemos escrever

b\2 A
<f+mJ Lz )

expressao a que nos referimos como a forma candnica da
funcao quadratica f. Ela vai nos permitir demonstrar as
afirmacoes feitas na Proposigao.

fw) =a-

Como quadrados de niimeros reais nao podem ser nega-
. 2 .
tivos, temos (w + %) > 0 e a igualdade vale se, e somente
se, T + % =0, isto é, x = —%. Logo,

Multiplicando por a # 0, temos dois casosa considerar:
Se a > 0, a multiplicagdo de () por-a nao altera a
desigualdade, de sorte que obtemos

LY A _AN A
v 2a 4a? N 402 ) Aa

e a igualdade vale se, e somente se, r = — &

2a°
Se a < 0, a multiplicagdo de por (a) inverte a desi-
gualdade, e obtemos

f@)=a-

f() = a-

Novamente, a igualdade vale se, e somente se, x = —%.

O

A proposicao anterior nos permite apresentar varias
aplicacOes interessantes. Apresentamos uma delas aqui,
remetendo o leitor as referéncias para outras tantas.

Exemplo 7. Dentre todos os retangulos de mesmo perime-
tro, qual tem a maior drea?

Solugao. Se um retangulo tem base x e altura y, entao
seu perimetro (que é igual & soma das medidas de seus
lados) é igual a 2z + 2y.

Fixado um numero real positivo p, considere todos os
possiveis retangulos cujo perimetro é p, ou seja, retangulos
com base z e altura y tais que

20 +2y=p (6)

Cada um de tais retangulos tem area A = zy. Da igual-
dade @7 segue que y = ¢ —z. Substituindo essa expressao
para y naquela para a drea A, obtemos A(z) =z (g — m),
ou seja,

Alz) = -2 + g -z (7)

Assim, a drea de cada retangulo de perimetro p pode ser
expressa como uma funcao do comprimento de sua base x,
dada pela expressao (7). Essa funcgdo é quadrética, com

a=-1<0,b=2%ec=0. Logo, A(z) admite um tinico

valor maximo, dado por —ﬁ, o qual s6 é realizado quando
__b__ w2 _p
2a 2(-1) 4

Observe que, neste caso, y = & — 2 = & = z. Portanto,

dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, o que tem
area maxima é o quadrado. O
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Observacdo 8. O Ezemplo [ é caso particular de um
problema geométrico famoso, chamado problema isope-
rimétrico: dentre todas as curvas simples fechadas no
plano, a que delimita a regiao com maior area é o circulo.
Uma curva é dita simples quando nao tem auto intersegoes
e € dita fechada se um ponto que a percorre, deizando
seu interior sempre d esquerda, retorna eventualmente a
posicao inicial.

2.1 DMais sobre minimos e maximos

Os conceitos de valor maximo e valor minimo podem ser
facilmente estendidos a fungoes reais definidas em um con-
junto nao vazio X qualquer. Mais precisamente, dada uma
funcao f : X — R, dizemos que yy € R é um valor minimo
(resp. maximo) de f se as duas condic¢ées a seguir forem
satisfeitas:

(a) existe xg € X tal que f(zg) = yo;

(b) o < £(x) (xesp. yo > f(xo)), para todo z € X.

Nesta seg¢ao, vamos mostrar como obter os valores
minimo e méaximo de uma funcao real definida sobre um
circulo. Para tanto, comegamos discutindo a desigualdade
de Cauchy.

Se a, b, ¢ e d sao numeros reais, entao, efetuando a
multiplicacdo (a2 + b%)(c? + d?) e completando quadrados,
obtemos

(a® +b%)(c* + d*) = (ac)® + (ad)? + (be)? + (bd)®

= [(a0)® + (bd)*] + [(ad)? + (be)?]

= [(ac)® + 2(ac)(bd) + (bd)?]
+[(ad)? - 2(ad)(bc) + (be)?]

= (ac+ bd)* + (ad —be).

A igualdade

(a® + b*)(c? + d?) = (ac + bd)* + (ad — be)? (8)
é conhecida como identidade de Euler.
A partir de , e notando que (ad — bc)? > 0, obtemos

(a® + b)) (? +d*) > (ac+ bd)?. (9)

Essa desigualdade é uma igualdade sé quando ad — bc = 0,
ou seja (assumindo que ¢, d # 0), s6 quando ¢ = %.
Extraindo raizes quadradas, vemos que a desigualdade

@ é equivalente a

lac + bd| < Va2 + b2/ 2 + d?, (10)

onde a,b,c,d € R e as barras verticais indicam o valor

absoluto. Sendo ¢, d # 0, a condicao para que ela se torne

uma igualdade continua a mesma: ¢ = %.

A desigualdade é caso particular da desigualdade
mais geral

jasby 4+ anbal < yfad o2y [0 4 B2, (11)
para ai,...,a, € Reby,..., b, € R, com igualdade ocor-
rendo se, e somente se, ‘g—; = ..+ = 3=, desde que nenhum
denominador se anule.

Chamamos de desigualdade de Cauchy. Nao
demonstraremos essa desigualdade aqui. O leitor interes-
sado encotrarda duas demonstracoes diferentes na sugestao
de leitura complementar 2, e uma terceira na sugestao de
leitura complementar 4.

Aqui, nossa intencgao é exibir uma aplicacao da.desigual-
dade a maximos e minimos de fungoes.

Exemplo 9. No plano cartesiano, seja’ S o circulo de centro
na origem e rato 1, de sorte que

S={(z,y) €ERxR; 2? +¢* =1}.

Sejam_a e b sao constantes reais ndo nulas e f:S - R a
fungdo dada por f(x,y) = ax+by. Encontre, se existirem,
0s valores mdximo e minimo de f.

Solugao. Os pares ordenados (z,y) € R x R, tais que

22 + 1% =1, correspondem aos pontos do circulo de raio 1

centrado na origem do plano cartesiano. Vamos encontrar

os pontos desse circulo para os quais a fungao f atinge seus

extremos, bem como calcular esses valores extremos.
Observe que, da desigualdade , segue que

If(z,y)| = |ax + by| < \/a2+b2\/z2+y2 = \/a2+b2,

pois 22 + 32 = 1. Isso significa que

— Va2 + b < f(z,y) < Va2 + b2 (12)

Para que —va? + b2 seja o valor minimo de f, resta
mostrar que existe um ponto (zg,yo) do circulo tal que
f(zo,y0) = —Va?+b2. Da mesma forma, para que
va? + b? seja o valor méximo de f, temos de mostrar que
existe um ponto (z(,y,) do circulo tal que f(xf,y)) =
va? +b%. Faremos isto examinando se as desigualdades
em podem tornar-se igualdades.

Uma vez que foi obtida com o uso de , para

que (12) seja uma igualdade devemos ter £ = ¥, ou seja,
Yy = %I. Como z2 + y2 = 1, temos 22 + (f) =1ou 0
que é o mesmo, (a? + b?)z? = a®. Logo,

a bx b

T e ey o

Por fim, cédlculos diretos mostram que

JaiR

f( —a —b )_
Va2 + b2’ Va2 + b2 N
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e 6. N. D. Kazarinoff, Geometric Inequalities. New Mathema-

f < a 7 b ) Va2 tical Library, Random House, 1961.
Va2 + b2 Va2 + b2

Conforme comentamos anteriormente, isso mostra que

os valores extremos de sao efetivamente atingidos, ou seja,

sao imagens de ponto do circulo. Portanto, o valor minimo

e o valor méximo de f sdo, respectivamente, —v/a2 + b2 e

va? + b2 O

Dicas para o Professor

O material desta aula deve ser coberto em pelo menos
trés encontros de 50 minutos cada.

Usamos a razao Ry(z1,x2) como modo de antecipada-
mente aproximar a questao da monotonicidade com a veri-
ficacao do sinal da derivada, conexao que sera completada
em aulas futuras.

O uso de fungoes quadréticas na busca de extremos de
fungoes, como no Exemplo [7} pode ser explorado mais a
fundo (veja os exercicios resolvidos nas video-aulas).

Na solugao do Exemplo[J] usamos apenas a desigualdade
de Cauchy com n = 2, caso para o qual apresentamos uma
demonstracao. Com isso, a solucao desse exemplo estd
autontida neste texto.

O capitulo 7 da sugestao de leitura complementar 2 exibe
algumas desigualdades fundamentais. Outras aplicagoes
das mesmas a determinagao de maximos e minimos de
fungdes podem ser vistos na sugestao de leitura comple-
mentar 4.

O uso de desigualdades para a solugao de problemas de
maximo e minimo também é explorado de modo eficaz e
elegante nas sugestoes de leitura complementar 5.

Conexoes entre desigualdades e problemas geométricos
bastante interessantes, inclusive o problema isoperimé-
trico, sao exploradas na sugestao de leitura complementar
3eb.
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