Material Tedrico - O Plano Cartesiano e
Sistemas de Equacoes

Exercicios sobre Sistemas de Equacoes
Sétimo Ano do Ensino Fundamental

Prof. Francisco Bruno Holanda
Prof. Antonio Caminha Muniz Neto

U/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



1 Introducao

O propdésito dessa aula é exercitar os conceitos aprendidos
nas aulas anteriores através da discussao de alguns exercicios.
Recomendamos que os alunos tentem (por alguns minutos)
resolver os exercicios antes de estudar as respectivas solugoes.
Os problemas que iremos resolver nesta aula possuem um
nivel consideravelmente elevado; nesse sentido, as ideias que
foram aprendidas nas aulas anteriores serao fundamentais a
elaboragao dos argumentos 16gicos de cada uma das solugoes
apresentadas.

Exercicio 1 (OBM 2013). Os gatos Mate e Tica estio dor-
mindo no sofd. Mate chegou antes e, quando Tica chegou, ela
ocupou um quarto da superficie que havia sobrado do sofd. Os
dois gatos juntos ocupam exatamente a metade da superficie
do sofd. Qual por¢ao da superficie do sofd esta ocupada por
Tica?

Solugao. Primeiramente, observe que héd dois valores desco-
nhecidos no enunciado: a area ocupada por Mate e a area
ocupada por Tica. Seguindo o método que foi aprendido nas
aulas anteriores, devemos atribuir varidveis (letras) a cada
um desses valores. Sejam, pois, M a fragao da superficie
ocupada por Mate e T a fracao da superficie ocupada por
Tica.

Uma vez que os dois gatos juntos ocupam exatamente a
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metade da superficie do sofd, temos
M+T= L
=5

Por outro lado, quando Tica chegou, restava a fracao 1 — M
da superficie do sofd, da qual ela ocupou 1/4; assim,

T= }(1 - M).
4

H4, decerto, muitas formas de resolver o sistema for-
mado pelas duas equagoes acima; dentre estas, utilizaremos
o método da substituicao. Como queremos calcular 7', usare-
mos a segunda equacao para escrever M em termos de.T e,
em seguida, substituiremos na primeira equacao a expressao
assim obtida. A primeira parte do que precisamos fazer segue
abaixo:

1
T= (1-M)=4T=1-M= M=1-4T.

Agora, a primeira equacgao nos da
1

e, dai,
37 =1—-=—.
2 2

Portanto, T = é O]

Exercicio 2 (OBM). O conteido de uma garrafa de refri-
gerante enche trés copos grandes iguais e mais meio copo
pequeno, ou b desses copos pequenos iguais mais a metade de
um daqueles grandes. Qual € a razdao entre o volume de um
copo pequeno e o de um grande?

Mais uma vez, observe que trata-se de um problema com
dois valores desconhecidos (os volumes dos copos grande
e pequeno). Porém, hd apenas uma informagao sobre estes
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valores, de forma que, em principio, nao poderemos formar um
sistema linear para calcular os volumes dos copos em questao.
Por outro lado, as ideias béasicas para a solugao de um sistema
linear ainda podem ser 1iteis nesse caso, de forma que comecgar
associando incognitas aos volumes desejados para, em seguida,
reescrever a informagao dada utilizando tais incognitas. A
partir dai, veremos que uma simples manipulagao algébrica
fornecera o resultado pedido.

Solugao. Sejam G o volume do copo grande e P o volume
do copo pequeno. Pela informagcao dada, temos que

3G +0,5P =5P + 0, 5G.

Como nosso objetivo é obter a razao g, vamos “passar”’ a
parcela 0,5P para o lado direito e a parcela 0,5G para o
lado esquerdo,‘a fim de isolarmos as varidveis uma da outra.
Assim fazendo, obtemos

2,5G = 4,5P

igualdade que pode ser reescrita como

P 25 5

G 45 O

O

Exercicio 3 (OBM). Numa loja de ferragens, vdrios produ-
tos sdo vendidos pelo peso. Um prego, trés parafusos e dois
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ganchos pesam 24 g. Dois pregos, cinco parafusos e qua-
tro ganchos pesam 44 g. Juquinha comprou 12 pregos, 32
parafusos e 24 ganchos. Quanto pesou sua compra?

Solugao. Veja que, também neste exercicio, temos um total
de trés valores desconhecidos (os pesos de um prego, um
parafuso e um gancho), mas somente duas informagoes. Por-
tanto, é bem provavel que nao possamos calcular cada um dos
pesos desconhecidos. Apesar disso, assim como no exercicio
anterior, comegamos utilizando trés letras: p para o peso de
um prego, ¢ para o peso de um parafuso e r para o peso de
um gancho.

Como nas questoes anteriores, o proximo passo é reescrever
as informagoes dadas em forma de equagoes, o que nesse caso
¢é bastante simples:

p+3¢+2r=24

2p 4 5q + 4r = 44.

Como antecipamos acima, agora vocé deve estar pensando
em como resolver um sistema linear de duas equacoes, mas
com trés variaveis. A resposta é: ndo hd como fazé-lo! Pelo
menos nao de modo a obter uma solucio tinicall]

Porém, nao é necessério resolver o sistema, uma vez que o
enunciado pergunta somente qual é o valor de 12p+ 32q + 24r

L Aproveitamos o momento para questions-lo: Vocé consegue imaginar
a geometria de um sistema como o que foi apresentado?
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ou, o que é o mesmo, 4(3p + 8¢ + 6r). Para calcular tal valor,
comecamos somando as duas equagoes do sistema para obter

3p + 8q + 61 = 68.

Em seguida, multiplicando ambos os membros da igualdade
acima por quatro, concluimos que a compra da Juquinha
pesou

4(3p+ 8q + 6r) =4 x 68 = 272g.

O

Exercicio 4 (OMCPLP 2013). Xiluva tem laranjas e cestas.
Se Xiluva coloca duas laranjas em cada cesta, sobram quatro
laranjas. Se ela coloca cinco laranjas em. cada ‘cesta, uma
cesta fica vazia. Quantas laranjas e cestas tem Xiluva?

Solugao. Temos dois valores desconhecidos: o nimero ¢ de
laranjas e o nimero ¢ de cestas. Ao colocar duas laranjas
em cada cesta, contamos um total de 2 x ¢ = 2¢ laranjas.
Juntando com as outras quatro que ficaram de fora, obtemos
o numero total ¢ de laranjas, o que nos permite escrever a
seguinte equagao:

2e+4 =14

Agora, ao colocar cinco laranjas em cada cesta, uma cesta
fica vazia. De outra forma, teremos ¢ — 1 cestas com cinco
laranjas cada, e isso representard o total de laranjas. Com
isso, temos a seguinte equacao:

5(c—1) =L
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Para resolver o sistema formado pelas duas equagoes,
podemos comecar simplesmente igualando seus primeiros
membros (uma vez que ambos representam o valor £):

2c+4=>5(c—1).
A partir dai, obtemos facilmente
2c4+4=5¢—-5=>9=3c=c=23.

Por fim, substituindo este valor na primeira equagao,
temos que
{=2x3+4=10.

Portanto, Xiluva tem trés cestas e dez laranjas. O

Exercicio 5 (OBM). O retingulo ABCD da figura a seguir
estd dividido em cinco retangulos iguais.—Se o perimetro de
ABCD ¢ 20cm, calcule sua drea.

D
® L J

| 5
°

Solugao. Em cada um dos cinco retangulos menores, sejam
x a medida do lado maior e y a medida do lado menor. Agora,
observe que medida do lado AB é x + x = 2x, ao passo que
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a medida do lado AD é x +y. Uma vez que os lados opostos
de um retangulo tém comprimentos iguais, concluimos que o

perimetro do retangulo ABCD seri

2 + (x +y) + 22 + (v + y) = 62 + 2y = 20.

Agora, para encontrarmos os valores de x e y, precisamos
de mais uma equacao. Para isso, veja que o lado CD, que
é igual a 3y, dever ter comprimento igual ao do lado AB, o

que nos fornece a igualdade

3y = 2z.

Substituindo este valor na primeira equacao, temos:

3X2x+2y =3 x3y+2y=1ly =20,

de sorte que
_ 20

=

Logo,

W3, %0
211 11

Por fim, como

60 50
AB =2¢ = — BC = = —
T 11 e BC=x+y 1

concluimos que-a drea de ABCD é:

60 50 3000

O

Exercicio 6 (OBM). Nas balancas a seguir, figuras com mes-
mas formas representam objetos de massas iguais. Quantos
quadrados sao necessdrios no lado direito para que a ultima

balanca fique equilibrada?
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Solugao. Veja que do lado esquerdo de cada balanga ha
apenas triangulos e circulos, enquanto que do lado direito
hé apenas quadrados. Assim, sem perda de generalidade,
podemos dizer que cada quadrado tem massa igual a 1.
Sendo T a massa de cada triangulo e C'a massa de cada
circulo, o equilibrio de cada balanga serd pensado como uma
equagao. Assim, podemos montar o seguinte sistema:

3r+C=6
2I'+4C' =8

Vamos resolver o sistema acima utilizando o método da
substitui¢ao. Da primeira equagao, temos que C' = 6 — 37
Utilizando essa informacao na segunda equagao, obtemos:

2T 4+ 4(6 — 3T) = 8.
Portanto,

2T +24 - 12T =8=10T' =16 = T = 1,6.

Para achar o valor de C, basta substituir o valor encontrado
para 7’ na primeira equagao:

C=6-3T=6-3x1,6=6-4,8=1,2.

Para equilibrar a iltima balancga, devemos por no prato
da direita uma quantidade de quadrados com massa igual a

AT +3C =4%x1,6+3x1,2=6,4+3,6=10.
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Como cada quadrado tem massa 1, concluimos que a ultima
balanga seré equilibrada caso sejam colocados 10 quadrados
no prato da direita. O

2 Sugestoes ao professor

Separe dois tempos de 50 minutos cada para apresentar o
conteido deste material. Use cada tempo para resolver trés
dos exercicios propostos. Faga com que a turma perceba.que
a ideia de utilizar letras para denotar valores desconhecidos
é o que permite resolver os exercicios apresentados. Também
faga-os ver que nem todo exercicio que traz incégnitas deve
ser pensado como um sistema de equagoes a ser resolvido.
Muitas vezes, é impossivel resolver (unicamente) um certo
sistema, porém suas equacgoes ainda permite calcularmos uma
informacao desejada. Pense em solucoes alternativas para
cada exercicio, e apresente-as; por exemplo, resolva alguns
deles utilizando o plano cartesiano.
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