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Encerraremos esse modulo solucionando mais alguns pro-
blemas envolvendo o célculo diferencial de fungdes trigo-
nomeétricas.

1 Exemplos

Exemplo 1 (OIMU - 2013). Uma fungéo real f : [0,400) — R
€ limitada e diferencidvel. Além disso, satisfaz a relagdo

F@)f' (@) > sen. 1)
Eziste limg o0 f(2)?

Solugao. Nao. Com efeito, a desigualdade significa que
a funcdo g : [0, +00) — R, de regra g(z) = f(z)? + 2cosz, é
mondtona nao decrescente, pois

g (z) =2f(z)f' () — 2sena
=2(f'(x) f(z) —sen'w) > 0,

para cada nimero nao negativo z. Como g é limitada, sendo
uma soma de funcdes limitadas, a observagao 10 da aula
Limites Laterais, do médulo Leis do limites - Parte 2, ga-
rante a existéncia de lim,_, 1 g(x). Portanto, se existisse
lim, 4o f(2), as regras aritméticas para limites implicariam
a existéncia de

_ 2
lim M = lim cosz,
r—+00 2 r—+00
o que nao é verdade. O

Exemplo 2. Para cada z € (0,1), verifique a desigualdade
senmz > wx(l — ).
Prova. Seja f: R — R definida por

f(z) =senmx — wa(l — x).
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Note que o grafico de f é simétrico em relagao a reta vertical
x =1/2, ou seja, vale f(1—x) = f(x) para todo € R. Com
efeito, lembrando que a fungao seno assume o mesmo valor
em arcos suplementares, vem que

fd—2z)=sen(r —7mz) —7(l—2z)[1 — (1 —2)]

=sennr — (1l —z)x = f(x).

Entao, s6 precisamos provar que f(z) > 0 para cada-@ €

(0,1/2].

Para estabelecer essa desigualdade, considere‘a funcgao

g : R — R definida por
g(x) = senx — (1 — 22?).

Comegamos observando que
g9(z) < f(x), Vael0,1/2]. (2)

De fato, 0 < x < 1/2 = 222 < z, 0 que, por sua vez, implica

g(x) = senmx + wx(22% — 1)
<senwz + mx(zr —1) = f(x),

como desejado. Por outro-lado,
g (z) = m(cosmax 4 62° — 1) e ¢"(x) = n(—msennx + 12x).

Como 72« 3,22 = 10,24 < 12 e senf < 6 para todo 8 > 0,
temos (com 0 = mx)

122 — msenmx > m(mx —senmx) = w(6 —send) > 0.

Portanto, ¢’ > 0 em (0,+00), 0 que, com as relagoes g(0) =
g'(0) = 0, permite concluir, via lema 9 da primeira parte
dessa aula, a desigualdade g > 0, também em (0, 4-00). Assim,

por , temos que
0<zx<1/2= f(x) > g(x) >0,

encerrando a solugao. O
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Exemplo 3 (OBMU - 2012).

(a) Determine o maior valor possivel de |sen?(z) - sen(2x)|,
para x € R.

(b) Prove que, para todo inteiro positivo k, se x = %, com
r € Z, entdo

H sen( 23

Solugao. Comecamos observando que a funcao f : R — R,
definida por

@)’“.

= | sen(z) sen(2x). ..sen(2k71$)| < ( 5

f(z) = sen?(z) - sen(2z),

admite 7 como periodﬂ De fato, atentando a férmula
sen(z + 7) = —senx, vem que

f(z +7) = (sen(z + 7)) “sen(2(z + 7))
= (—sen(z))% - sen(2x + 27)
= sen?(x) - sen(27) = f(z).

Assim, para resolver o problema, sé precisamos nos ater aos
valores | sen?(z) - sen(2x)|.com z € [0, 7).

Mais ainda, o grdifico de f é simétrico em relagdo ao
ponto (mw/2,0), ou seja, f(m —x) = —f(x) para todo x real.
Realmente, usando o fato de 7 ser um periodo de f e notando
que_f é uma funcdo impar, temos

flm—a) = f(=2) = = f(2).

Portanto, os valores assumidos por |f| nos intervalos [0, 7/2]
e [r/2, 7] sao os mesmos. Como |f|jo,x/2) = fio,x/2], Pois sen
é ndo negativa no intervalo [0, 7], estamos, ao final das contas,
procurando o valor maximo assumido por f no intervalo

[0,7/2].

1Em verdade, como f é positiva em (0,7/2) e negativa em (7/2,7),
néo é dificil concluir que 7 é o periodo de f.
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Derivando f, obtém-se
f(x) = 2(sen(x) cos(x) sen(2x) + sen?(x) cos(2z))
= 2sen?(z)(2 cos?(z) + cos(2z))
= 2sen?(x)(4 cos?(x) — 1)
= 2sen?(z)(2cos(z) + 1)(2cos(z) — 1),
sendo que as férmulas sen(2z) = 2sen(x) cos(x) e cos(2z) =
2cos?(z) — 1 foram utilizadas na 2* e 3* igualdades, respecti-
vamente.

Como a expressdo 2 cos z—1 é positiva no intervalo (0, 7/3)
e negativa no intervalo (7/3,7/2), segue que

() >0, se0<z<m/3 '
<0,sem/3<x< 7w/ 2

Pelo teste da 1* derivada, © = 7/36 ponto de maximo (estrito)
de f restrita ao intervalo [0, 7/2].
Desse modo,

f(r/3) = sen*(7/3) - sen(27/3) = (V3/2)*

é o valor maximo de |sen?(z) - sen(2x)| quando x varia em R.

Quanto ao item (b), primeiro note que sen(2*z) = sen(x).
Com efeito, sendo (2% — 1)z = 277, com r € Z, seguem as
igualdades

sen(2fz) =sen((2¥ — 1)z + ) = sen(27r + x) = senz,

como queriamos.
Portanto, usando o item (a), podemos escrever as k desi-
gualdades

| sen?(z) - sen(2x)

| sen?(2z) - sen(4x)

|sen?(2872z) - sen(2F12)

|sen?(2" 1) - sen(z)
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Percorrendo os primeiros membros das relagoes acima, vemos
que cada fator da forma sen(2/x), com 0 < j < k—1, se repete
exatamente trés vezes. Dai, multiplicando tais desigualdades
membro a membro, obtemos

3

< [(V3/2)°]° = [(V3/2)*,

k—1
H sen(2’x)
3=0

o que, pela extragdo da raiz cubica, fornece a desigualdade
desejada. O

Para o préximo exemplo, recorde que, na aula O Teo-
rema do Sanduiche, do médulo Leis do Limite - Parte 1,
estabelecemos o limite trigonométrico fundamental:

senx

lim
x—0 xX

~ 1. (3)

J4 no exemplo 3 — (a) dessa mesma aula, apresentamos um

outro limite,
1 —cosx 1

n <= =3 )
o qual implica
-1
lim S0 72—, (5)
x—0 X

Exemplo 4. Considere a fungdo f : (0,2m)\{r} — R, definida
por
f(z) = cotgx + cossec z.

Mostre que é possivel definir o valor f(w) de tal modo que
a fungio resultante f : (0,27) — R seja continuamente
derivdvel (i.e., tal que f seja derivdvel e f' seja continua).

Solugao. O tnico valor possivel para f(7), o qual venha a
tornar f continua em m, é

f(m) = lim f(z),

r—T

caso o limite exista e seja finito.
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Observando que f(z) = (cosz + 1)/senx e escrevendo
x = 0+ 7, as relagoes sen(f + 7) = —senf e cos(f + 7) =
—cos @ dao

cos(@+m)+1 cosf—1 «si=L
@) = - _ =
9

sen(f + ) sen 6

Portanto, (3) e (5) dao

lim f(z) = lim <C053—1> = cos'(0) =0.

T 6—0 % sen’(O)

O célculo acima mostra que, pondo f(7) = 0, a funcao
estendida f : (0,27) — R é continua. Afirmamos que essa
extensao é derivéavel.

Naturalmente, se x € (0,27) e x # wyentdo f é derivavel
em x, valendo

f'(xz) = —(cossec? z + cossec z - cotg x). (6)

Para estabelecer a existéncia de f'(7), comecemos calcu-
lando o quociente de Newton.de f em m, com o auxilio do
célculo de f(z) = f(0 4+ m), feito acima:

FOm) = Jm) _ fO+m)

G ;o mr

Portanto, segue de e que

) f 0+ *f - ) 00592—1
i) = oy F = = iy~ =1
0

e f é derivavel em 7.

Para finalizar, é preciso provar que f’ : (0,27) — R é
continua. Pela férmula @, é claro que f’ é continua em cada
x # w. Portanto, a solugio estara encerrada se mostrarmos
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que o limite de f’ em 7 existe e é igual a f/'(7). Com efeito,

lim f'(z) = — lim (cossec? x + cossec - cotg x)
T—T T—T
. 1l+cosz . 14cos(6+m)
=—lim —— = — _
z—m  sen?x 6—0 sen?(6 + )
cosf — 1 cosf-1
= lim ——— = lim 972
0—0 sen2f 6—0 (sen9)
0
~1/2
=L ),
O
Exemplo 5. Sejam aq, ao, ..., a, numeros reais e ki, ko,
..., kn numeros reais positivos e dois a dois distintos. Se
n
Z a;coskjz=0 (7)
j=1

para todo real x, mostre que a1 = as = ... =a, = 0.

Solugao. Facamos uma demonstrag¢ao por indugao, sendo
a base, n = 1, de facil verificacdo. Supondo o enunciado
verdadeiro para um certo natural n, tomemos nimeros reais
ai, ag, ..., Gp4+1 €/NUmeros reais positivos ky, ko, ..., ki1,
dois a dois distintos, tais que

n+1
Z a;coskjx =0 (8)
j=1

para todo real x. Derivando duas vezes o 1° membro da
relagao , obtemos

n+1

2 _
E ajkj cosk;x = 0.
j=1

Subtraindo da relacdo acima a igualdade multiplicada por
k%, vem que

az (k3 — k3) coskow + -+ + any1(k2 iy — k3) coskpiiz =0
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para cada x.

Pela hipétese de inducdo aplicada as n-uplas (aj(kf- —

ki))2<j<n+1 € (kj)a<j<nt1, segue que aj(k? — k7) = 0 para
todo j € {2,...,n+1}. Como j>1= k:jz # k2, concluimos
quea; =0sej=2,...,n+ 1

Retornando a relacao , vemos que aq cos kix = 0 para

todo x, o que implica a; = 0, estabelecendo o passo de
inducao e encerrando a solugao. O

Para acompanhar a solugao do ultimo exemplo, econvém

observar alguns pontos.

L

IT.

III.

Iv.

As sucessivas derivadas da fungéo sen (ou cos) consti-
tuem uma sequéncia periédica de periodo 4. Reveja a
proposicao 2 da 12 parte dessa aula.

Se a matriz de um sistema linear n x.n tiver determi-
nante nao nulo, entao o sistema sera possivel e deter-
minado. Esse resultado compde a chamada regra de
Cramer, tema da se¢do 95 da referéncia [2]. Em particu-
lar, se o sistema for homogéneo (isto é, se a coluna dos
termos independentes for nula), a hipétese de ndo anu-
lamento do determinante da matriz do sistema implica
que (0,0,...,0), a solugdo trivial, é a inica solugao.

Se um determinante n x n for tal que os termos de cada
coluna_constituem, ordenadamente, uma progressao
geométrica de primeiro termo igual a 1, entdo esse de-
terminante serd nao nulo se, e somente se, as n razoes
dessas PG’s forem todas distintas. Um determinante
cujas colunas formam PG’s iniciadas por 1 é dito de
Vandermonde. Seu céalculo é deduzido na se¢ao 86 da
referéncia [2].

Se S for um conjunto finito e ndo vazio de ntimeros
inteiros, nao todos nulos, o maximo divisor comum d dos
elementos de S pode ser escrito como uma combinagao
linear desses elementos, ou seja, para cada inteiro k € S
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existe um inteiro myj de modo que

d= kak.

keS

Por exemplo, se S = {4, 6,10}, entdo d = mdc(4, 6,10) =
2 e, dai,
d=4-0+6-2+10-(~1).

(Nesse caso, nas notagdes introduzidas acima, temos
my = 0,mg = 2 e myg = —1.) Esse é o teorema de
Bézout, apresentado, para o caso em que S tem dois
elementos, no teorema 4 da aula Relacdao de Bézout e
Aplicagdes, do médulo Algoritmo de Euclides Estendido,
Relagoes de Bézout e Equagdes Diofantinas. A versdao
geral desse resultado pode ser encontrada, por exemplo,
no teorema 13 do 12 capitulo da referéncia [3].

Exemplo 6 (OBMU - 2007). Dados niimeros reais aq, asg, ...,
ap, ndo todos nulos, encontre-o.(menor) periodo da fungdo

Solugao. Afirmamos que f tem perfodo igual a 27/d, sendo
d o mdc dos indices k tais que ay # 0. De fato, como a funcao
cosseno tem periodo 27,

fles2r/d)= Y agcos(kx + 2(k/d)m)
1a§kl;§0n

= Zak coskx = f(x),
k=1

ou seja, 2m/d é um periodo de f.

Para encerrar, precisamos mostrar que nenhum real T,
positivo e menor que 27/d, pode ser um periodo de f. Com
efeito, suponhamos o contrério e seja T' € (0,27/d) um
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perfodo de f. Observando que cos®?~1) = (—1)7 sen (gracas
a observagdo I acima), obtemos

7O () =
= (=1)(arsenz + 2% tagsen 2z + - - - + n* " ta, sennx).

Derivando 25 — 1 vezes a relagao f(z +T) = f(z), z € R,
segue que f~V(z +T) = f21=D(z) para todo x € R. Em
particular, f(27=1(T) = f21=1)(0) = 0, ou seja,

aysenT + 22j*1a2 sen21 +---+ n2j*1an sennd =0,

para todo j natural. Fazendo j = 1,2,...;n, obtemos o
sistema linear homogéneo

aisenT + 2assen 21" + ... +na, sen nl’ =0
aysenT + 23a9sen 2T + . .-+ n3a,, sennT =0

3

arsenT + 22" laysen2T + ... +n2" " la, sennT =0

o qual pode ser escrito em forma matricial como

1! 2t .t apsenT 0
13 28/ ond a9 sen 2T 0
12n=lg2n-1 - p2n-l a, sennl’ 0

Afirmamos que a matriz do sistema anterior tem deter-
minante ndo nulo. Admitindo essa afirmag¢ao por enquanto,
segue da regra de Cramer que a matriz coluna a esquerda da
igualdade matricial acima deve ser nula (gragas & observacio
IT), ou seja, temos ay sen kT = 0 para todo k de 1 a n. Dali,
conclui-se que sen kT = 0 sempre que ai # 0. Assim, para
tais k, devemos ter kT = [;7, sendo [, um inteiro.

Todavia, o teorema de Bézout (observacgdo IV) permite

escrever d = Z kmy, para certos inteiros my, de modo
1<k<n
ap #0
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que

ar =Y (kka—< > lkmk)ﬂ—rw

1<k<n 1<k<n
ag#0 ag#0

sendo 7 = > 1<k<n gy um inteiro. Note que r é positivo, ja
ap #0

que d e T o sao. Logo, T'= % - 2” , 0 que implica r = 1, pois
estamos supondo T' < 27/d. Dal 7r/d é um periodo de f.

Observando que, caso d divida k, tem-se
cos(k(z + m/d)) = cos(kx + (k/d)m) = £ cos kax,

em que os sinais + ou — sdo utilizados conforme k/d seja par
ou impar, a igualdade f(z + 7/d) = f(x) implica

flx+m/d) = Z ay, cos kx — Z ay cos kx

1<k<n 1<k<n
ap#0 ap#0
k/d par k/d impar

= E ay cos kx + E a coskx = f(x).
1<k<n 1<k<n
ap#0 ap#0
k/d par k/d impar

Portanto,

Z apcoskxr =0 9)

1<k<n
aj,#0
k/d impar
para todo real z. (Note que os ntmeros k/d, para todos os
indices k tais que ar # 0, sdo primos entre si, de sorte que
pelo menos um deles é impar, o que garante a existéncia do
ultimo somatério.)

Porém, o exemplo |5| assegura que a identidade @D s6 pode
ocorrer se todos os ai ali forem iguais a 0, o que é uma
contradi¢ao. Desse modo, fica provado que 27/d é o periodo
da funcéo f.

Para o que falta, precisamos verificar que o determinante
da matriz n x n acima é nao nulo. Realmente, essa matriz
nada mais é que a matriz de Vandermonde dos numeros
12,22 ... n?, cujo determinante D é diferente de zero (vide
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a observagao IIT), com a j-ésima coluna multiplicada por 7,
para cada 1 < j < n. Portanto, o determinante procurado é
n!D # 0, como desejado. O

Dicas para o Professor

Pode ser interessante discutir a seguinte versao mais pre-
cisa do exemplo [2| com sua turma: mostre que, para cada
numero real x,

senmr > mx(l — x),

com igualdade se, e somente se, x =0 ou x =1.

Pela simetria da funcdo f(z) = sennz'= wx(l — z) apon-
tada na solugdo daquele exemplo, falta apenas mostrar que
f(z) > 0 para todo = < 0. Daqui, o leitor poderd completar o
argumento observando que x < 0.implica as relagbes 1 —x > 1
e —|senmz| > mx.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.
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