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1 A Relacao de Stewart

Neste material, apresentaremos uma demonstragao e al-
gumas aplicagoes do resultado conhecido como relagao de
Stewart, que é uma formula que permite o calculo da me-
dida da ceviana AD de um triangulo ABC, quando sao
conhecidas as medidas dos lados AB e AC, além das me-
didas dos segmentos BD e C'D.

Teorema 1 (Relac3o de Stewart). Seja ABC um tridngulo
cujos lados AB, AC' e BC medem, respectivamente, ¢, b e
a. Se D € um ponto sobre o lado BC, tal que BD = m,
CD =ne AD = z, entdo

b m + *n = a(z® + mn). (1)
A
c b
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Figura 1: a relagao de Stewart.

Prova. Denotando ADB = 0, temos ADC = 180° — ¢
(veja a figura abaixo).

Aplicando a Lei dos cossenos ao triangulo ABD), obte-

mos:

2 =22 +m? — 2zmcos.

Dali, segue que
2 2 _ 2
cosfg o LM — 2)

2xm

Agora, lembrando que cos(180°—6) = — cos 6, aplicamos
a Lei dos Cossenos ao tridngulo AC'D para obter:

b? = 2% + n? — 22n cos(180° — )

=22 + n? + 2nx cosb.

Logo,
b2 22 _p2
cosf = Toron . 3)

2xn
Igualando as expressoes ([2) e (B]) para cos 8, chegamos a
igualdade

2 p2 g2 2

24n

x2+m2—c

2Em

ou seja,
n(:z:2+m2—02) :m(b2—x2—n2).

Entao, distribuindo os produtos em ambos os membros da
igualdade acima e usando o fato de que m + n = a, um
pouco de &dlgebra elementar fornece, sucessivamente,

nz? + nm? — nc® = mb?® — max® — mn?
nz? + ma? + nm? + mn? = mb® + nc?
b’m + c?n = (m 4+ n)a® + (m + n)mn
b’m + ?n = ax® + amn
b*m + *n = a(x? + mn).

O

Observacdo 2. Veja que a féormula [{) pode ser reescrita
como
s bPm+cin

r = — mn.

a

Se o dngulo LBAC for reto e x for a altura de ABC
relativa ao lado BC (que serd a hipotenusa), entdo, nas
notagoes da figura 1, as relagdes métricas em triangulos
retangulos fornecem

¥=an e ¢ =am.
Assim, a Rela¢ao de Stewart pode ser escrita como

5 anm-+amn 2¢mn
= —mn =

a g
formula que também jd conhecemos do estudo de relagoes
métricas em triangulos retangulos.

—mn = mn,

A seguir, mostraremos como é possivel calcular as medi-
das de algumas cevianas de um triangulo dado, utilizando
a Relagao de Stewart.

Exemplo 3. Seja ABC um tridangulo tal que AB = 6,
BC =16 e AC = 10. Considere um ponto D sobre o
lado BC tal que BD =6 e CD = 10. Calcule a medida x
da ceviana AD.
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Solugao. Utilizando a relagao de Stewart, obtemos

, AC’ . BD+4B -CD

r? = — —AD-CD
BC
2 2 ) .
:12 6+6 10—6-102144 6 + 36 10_60
16 16
_ 864 + 360 60— 1224 60
16 16
1224 -960 264
B 16 16
Dal, segue que
. 264 v264 _ 2V66 _ V66
V16 16 2
O

Exemplo 4. Seja ABC um triangulo com AB = ¢, AC =
b e BC = a. Denotando por M o ponto médio do lado
BC, temos que a medida ma da mediana AM € dada, em
funcdo de a, b e c, pela formula:

2(b%2+c?)—a?
5 )

ma =

(}s)
e

Figura 2: calculando as medianas.

Prova. Com as notagoes da figura acima, aplicando a
Relagao de Stewart ao triangulo ABC, obtemos:
a a

2 @ 2.22(2 _)
b 2—|—c > amA+2 5)

Cancelando um fator a em ambos os membros, ficamos
com a igualdade

1 a
5 P+ e) =mi+
de sorte que
9 b2 + 02 a2 2 (b2 + 02) a2
mA = _—— =
2 4 4
Portanto,
2(b%2+c%)—a?
my =

O

Vale observar que férmulas analogas valem para as me-
dianas mp e m¢ relativas aos vértices B e C' do triangulo
ABC, respectivamente. Mais precisamente, temos:

3@+ ) — 12
2

mp =

2(a? +b%) — ¢

5 .
Exemplo 5. Seja ABC um triangulo com AB = ¢, AC =b
e BC = a. Sejam, ainda, m4, mp e mc 0s comprimentos
das medianas relativas aos vértices A, B e C, respectiva-
mente. Mostre que

mg =

mi—i—mQB—i—mQC 7§

a2+ +c2 4
Prova. Utilizando as férmulas dadas no Exemplo [d] e ob-
servacao subsequente, obtemos:
2 (a2 + %) — 12
4(a? + b2+ ¢?)

m? +m% +m2 2(b2+02)—a2
P+ +E M@+ + D)
2 (a2 + b2) —c?
4(a? + b2 + ?)
2b% +2¢% —a® +2a% +2¢2 — b2
- 4(a? + b2+ ¢?)
2a2 +2b% — 2
TR )

3(24+FF) 3

A (24T ) 4

O
Exemplo 6. Seja ABC um triangulo com AB = ¢, AC =b

e BC =a. Se AD ¢€ a bissetriz interna relativa ao vértive
A eby = AD, entao vale a formula:

ba = ——+/bep(p — a), (4)

- b+c

€ o semiperimetro de ABC.
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ba

Figura 3: calculando as bissetrizes internas.

Prova. Denotando BD = m, CD = n e invocando o
Teorema da Bissetriz Interna, temos:

m
c b
Mas, como a = m + n, temos n = a — m, de sorte que, a

partir da igualdade acima, obtemos:

m a—-m
= 5 — bm = ac— mc

— bm+cm =ac
= m(b+c) =ac
ac

b+c

> m =

Substituindo essa expressao para m na relacao n =a — m,
chegamos a:

ab
n= .
b+c

(6)

Agora, aplicando a Relacao de Stewart, ao triangulo
ABC' e utilizando as férmulas (Bl) e (@), obtemos suces-
sivamente:

ac

ey ab a2+ ac_ ab
b+c b+c AT+ bre

ab?c + abc? —a(?+ a®be
b+c (b+c)?

b2 -

) (i )

b+ (b + c)?
2he
be = b3 + —2
C A+ (b+C)2

Entao, utilizando novamente um pouco de dlgebra elemen-

tar, temos:
2be
P2 — pe— _HC
A= (b+c)?
_be(b+¢)? — abe
(b+c)?
be
- s [+ o7 - )
be
= (e “(b+c+a) (b+c—a)
be
= CFBE -2p - (2p — 2a)
be
= m ~Ap(p — a).

Por fim, extraindo raizes quadradas em ambos os membros

da igualdade

be
bix N m ~dp(p — a),

chegamos a (). O

Como no caso das medianas, o leitor deve perceber que
hé férmulas andlogas para os comprimentos bg e bo das
bissetrizes internas relativas aos vértices B e C' de ABC,
respectivamente:

bp = acp(p — b)

a—+c

2
be = ab —c).
T Vabrp—¢)
O exemplo a seguir traz o andlogo do exemplo anterior
para bissetrizes externas. Nesse caso, porém, observe que
temos uma suposigao adicional.

Exemplo 7. Seja ABC um tridngulo com AB =¢, AC =
b, BC = a, e tal que AB # AC. Se AD ¢ a bissetriz

externa relativa ao vértive A e ex = AD, entdo vale a
formula:
2
ea=———+/be(p—c)(p—0>), 7
AT (p—c)p—"b) (7)
em que p = “E2EC ¢ o semiperimetro de ABC.

Solugao. Procedemos como na demonstragao do exemplo
anterior, supondo ¢ > b e observando que o caso ¢ < b pode
ser analisado de forma idéntica. Mais precisamente, pondo
CD = m e BD = n, temos pelo Teorema da Bissetriz
Externa que:

m n
b c
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Figura 4: calculando as bissetrizes externas.

Agora, como n = a + m, a igualdade acima fornece

m a+m

— mc=ab+mb

b c

= mc—mb=ab

= m(c—b) =ab
ab
c—b

s m =

Substituindo m = c“Tbb em n = a + m, obtemos:

n=-— 9)

Agora, aplicando a Relacao de’Stewart ao triangulo
ABD e utilizando as férmulas () e (@), obtemos:

Am+eda=n (b2 + am)
m + e4a = nb? + nam

5 ab

ac ab ac
c . .
c—b

c—b c—b

—l—eia:

Colocando a em evidéncia em ambos os membros acima,
chegamos a

*b 9 b%e ab ac
¢<c—b+e‘4>_¢<c—b+c—b'c—b)’

logo,

*b 9 b%c a?be

c—b+eA:c—b+(c—b)2'

Entao,

9 b%c c?b a?be
AT Ty c—b+ (c—b)?
be(b—¢) a?be
T b + (c—b)?
~ be(b—¢)(c —b) + a®be

B (c—b)?
_ —be(b— )® + a2be
- (c=0)
be [a® — (b — ¢)?]
CEOE
be(a+b—c)(a—b+c)
(c —b)?
__be(2p —2c)(2p — 2b)
(c—0)?
L 4be(p= g — 1)
(c=b)?

Finalmente, extraindo raizes quadradas em ambos os mem-
bros, obtemos (). O

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas pelo menos duas
sessoes de H50min para expor o conteido deste material.
Ao explicar a Relagao de Stewart, ressalte a Observagao[2]
pois, quando os alunos estudaram as relacoes métricas em
tridngulos retangulos, é provavel tenham feito perguntas
do tipo: “e se o triangulo nao for retangulo?” Ou ainda,
“e se fosse outra ceviana, em vez da altura”? KEssa é a
hora de explicar que a Relacao de Stewart responde a essas
perguntas mais gerais. Uma férmula para a medida da
altura em funcao da medida dos lados de um triangulo
qualquer também pode ser deduzida a partir da Relacao de
Stewart, mas é mais facil deduzi-la a partir da ja conhecida
férmula de Herao.
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