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1 Volume

O volume de uma figura é uma medida do espago que essa
figura ocupa, ou seja, uma medida de seu conteido. Uma
definigao precisa de volume envolve nogoes de uma area da
Matematica avancada chamada Teoria da Medida. Procu-
rando manter a discussao em um nivel elementar, nos limi-
taremos a exibir uma formalizagao de algumas das ideias de
Euclides de Alexandria (sec.IIT aC) sobre volume, usando
notagao e nomenclatura modernas.

Como o leitor provavelmente ja sabe, Euclides escre-
veu uma obra célebre chamada Os Elementos, dividida em
treze livros (capitulos). Nesta aula, exibiremos alguns te-
oremas dos livros XI e XII dos Elementos.

Supoe-se que existe uma fungao volume v, que associa
a cada figura P no espa¢o um nimero v(P) de modo que
sejam satisfeitas as seguintes condigoes:

(i

(ii) v(P) = 0 se P esta contida em algum plano;

) v(P) = 0;
)
)
)

(iii) Figuras congruentes tém o mesmo volume;

(iv) Se P=PyU---UP, e, parai # j, P;N P; estd contido
em um plano, entdo v(P) =v(Py) + -+ v(Pp);

(v) Se P C Py, entao v(P1) < v(Ps);
(vi) Se C' é um cubo de aresta 1, entao v(C) = 1.

Na definigdo acima é possivel suprimir-se o item (v),
pois este é uma consequéncia dos itens (i) e (iv). De fato,
se P, C P, entao P, = P U(Pg\Pl), onde Pg\Pl
é o conjunto dos pontos que estao em P, mas nao em P;.
Aplicando sucessivamente os resultados dos itens (iv) e (i),
obtemos

U(Pg) = ’U(Pl) + U(Pz \Pl) > U(Pl).

O teorema a seguir ilustra, em linguagem moderna,
como os gregos lidavam com 0s ntimeros irracionais, usando
um procedimento indireto conhecido como o método da
exaustdo. Segundo o proprio FKuclides, esse método é de-
vido ao astrénomo, fildésofo e matematico grego Eudoxo de
Cnido (408 aC -355 aC), um membro da lendaria Acade-
mia dePlatao.

Teorema 1. Se B é um cubo de aresta a, entio v(B) = a®.
Prova. Suponha primeiro que a é um nimero racional, ou,
na linguagem da época de Eudoxo, que a é comensurdvel
com a aresta do cubo unitario C. Isso significa que existe
um numero real u tal que mu = 1 e nu = a. Logo, partici-
onando cada aresta de C' em m partes iguais, dividimo-lo
em m?> cubos congruentes, todos de aresta u. Se Vi é o
volume de cada um desses cubos, entdo m3Vy = 1, ou seja,
Vo = 1

m3”

Da mesma forma, é possivel particionar o cubo B (de
aresta a) em n® cubos de aresta u, todos congruentes e
todos com volume igual a V. Dessa forma,

1 n\3
v<B>=n3Vo="3'w:(E) =a’

Se a nao é racional, deve-se usar o método da exaustao,
que funciona da seguinte forma. Primeiramente, para cada
n natural, existe m natural tal que

m+1
— < .
n n
Ob m 1 m+1 1 Assi m
serva-se que a — - < - € —/= —a < o. ASslm, = €

m41 oz : =
“= sao aproximagoes por falta e por excesso de a, respec-

tivamente, cujas precisoes sao controladas por n: quanto
maior o valor de n, melhor sao tais aproximacoes.
Como 7+ < a, o.cubo B, de aresta 7 estd contido em

B, logo, ,
(m) = v(By) < v(B).

n
De modo andlogo, o cubo B}, de aresta mT“, contém B,
logo,
3
1
w(B) < o(B,) = (”” ) .
n

Segue do raciocinio acima que

(T)3 <V(B) < <m+1)3.

n n

Por outro lado, ™ < a < mTH também implica

(@)3<a3< m+1\°
n n ’

de forma que

v e < () (2]

3m?+3m+1 9m?
n3 < n3

Mas, como 3m? +3m + 1 < 9m? e m < na, segue dos
célculos acima que
9m?  9(na)®  9a®

B) —ad®| < — =,
V(B) —a’| < —5 < —3 -

Se V(B) # a3, entdo |V (B)—a®| > 0. Entao, essa tltima
igualdade equivale a

92

< 575
TS VB) -

para todo n € N.

Isso é claramente um absurdo, uma vez que podemos es-

. 2
colher um natural maior que \V(%ﬁ' Logo, devemos ter

V(B) = ad. O
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A prova acima pode ser adaptada mutatis mutandid]
para se demonstrar o resultado a seguir. Convém lem-
brar que um paralelepipedo é um prisma quadrangular cu-
jas bases sao paralelogramos. No caso em que as bases sao
retangulos e as arestas laterais sao perpendiculares aos pla-
nos das bases, o paralelogramo é chamado reto retangulo.

Teorema 2. Se P ¢ um paralelepipedo reto retangulo de
arestas a, b e ¢, entdo v(P) = abc.

O proximo passo € calcular o volume de um parale-
lepipedo qualquer.

Teorema 3 (Elementos, XI-28). Um paralelepipedo é cor-
tado ao meio pelo plano que passa por duas de suas arestas
opostas.

Prova. Nas notacoes da figura [Il deve-se mostrar que os
prismas ABEDCH e GCHF BE sao congruentes.

Sendo faces opostas de um mesmo paralelepipedo, os pa-
ralelogramos ABCD e EFGH s&o congruentes, 0 mesmo
ocorrendo com os paralelogramos ADHE e BCGF. A
diagonal E'B divide o paralelogramo ABFE em dois
tridngulos congruentes: ABE e FBE, o mesmo ocorrendo
em relagao a diagonal C'H, que divide o paralelogramo
CDHG em dois triangulos congruentes: CDH e CGH.

Os dois prismas em questao tém ainda uma face em co-
mum, o paralelogramo BCHE. Sao, portanto, congruen-
tes e, em particular, tém o mesmo volume. O

H G

A B

Figura 1: um plano dividindo um paralelepipedo ao meio.

A bem da clareza do enunciado do préximo resultado,
sugerimos ao leitor olhar a figura[2l na qual consideraremos
os paralelepipedos que tém o paralelogramo ABCD como
base comum e os paralelogramos EFGH e IJKL como
bases opostas.

Teorema 4 (Elementos, XI-29). Paralelepipedos que tém a
mesma base, a mesma altura e tais que as extremidades
das arestas laterais sao pontos colineares, tém o mesmo
volume.

IExpressao latina que significa mudando o que precisa ser mu-
dado.

Prova. Comparando os lados de paralelogramos que sao
faces dos paralelepipedos dados, obtemos as seguintes
igualdades:

IJ=AB=FEF, LK=CD=GH.
Valem ainda as igualdades:
IE=1J-FEJ=EF—-EJ=]F,

LH=LK-HK =GH - HK = KG.

L H K

F
D C

A B

Figura 2: dois paralelepipedos com mesma base e com os
“topos” alinhados.

Os.paralelogramos ADHE e BCGF sao congruentes,
assim como o sdao os paralelogramos ADLI e BCKJ.
Juntando todas essas informacoes, vemos que os prismas
AFEIDHL e BFJCGK sado congruentes; em particular
tém o mesmo volume V. Dessa forma, se Vj é o volume
do sélido ABCDEJK H, entao os dois paralelepipedos que
estamos considerando tém volume igual a V + Vj. O

Teorema 5 (Elementos, XI-30). Paralelepipedos que tém a
mesma base e a mesma altura tém o mesmo volume.

Prova. Observando a figura Bl percebe-se que o parale-
lepipedo azul tem o mesmo volume que o paralelepipedo
vermelho, devido ao Teoremafdl O mesmo vale para os pa-
ralelepipedos verde e vermelho. Assim, os paralelepipedos
verde e azul tém o mesmo volume. O

Para o que segue, dizemos que duas figuras sao equi-
decomponiveis se for possivel dividir uma delas em um
namero finito de partes, que, reorganizadas, resultam exa-
tamente na outra.

Na demonstracao do préximo teorema, utilizaremos sem
demonstragao o seguinte resultado da geometria plana, co-
nhecido como Teorema de Wallace—Bolyai—Gerwielﬂz

2 Apés William Wallace (1768-1843), Farkas Bolyai (1775-1856) e
Paul Gerwien. O resultado é mais geral: vale para quaisquer dois
poligonos simples.
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Figura 3:
iguais.

comparando trés paralelepipedos com bases

Dois paralelogramos tém a mesma drea se, e somente
se, sao equidecomponivess.

Teorema 6 (Elementos, XI-31). Paralelepipedos que tém a
mesma altura e bases com a mesma drea tém o mesmo
volume.

Prova. Sejam P; e P, os dois paralelepipedos em questao.
As bases By e By de Py e Ps, respectivamente, sao parale-
logramos que supomos terem a mesma area.

Substituindo P; ou P, se necessario, por parale-
lepipedos retangulos com a mesma base e a mesma al-
tura, pode-se supor que os dois paralelepipedos dados sao
retangulos.

Agora, como B; e By tém a mesma area, sdo equi-
decomponiveis. Mais precisamente, é possivel escrever
B, = C;U---UC, como uniao de n partes disjuntas,
de modo que By =Cy U ---UC,.

Figura 4: as duas bases By e By tém a mesma area.

Tais decomposicoes de By e By induzem decomposigoes
naturaisde P; e P, em paralelepipedos retangulos 11, ...,
1L, tais que P = I U---UIl, e P, = II; U---UIl,,
sendo que, para ¢ #j, os paralelepipedos 1I; e 1I; tém
exatamente uma face em comum. Em particular, P, e P,
tém o mesmo volume. O

Corolario 7. O volume de wm prisma € igual a drea de sua
base multiplicada por sua altura.

Prova. Sejam P o prisma dado, B sua base e B’ um pa-
ralelogramo de mesma &rea que B. Seja P’ um parale-
lepipedo de base B’ e mesma altura que P. Pelo Teorema

[6, o volume de P é igual ao volume de P’, que por sua vez
é igual ao produto da drea de B’ (que ¢ igual & drea de B)
pela altura de P’ (que ¢ igual & altura de P). O

O proximo passo € o calculo do volume de uma piramide.
De inicio, precisamos de um resultado andlogo ao Teorema
Ao contrario do que ocorre com paralelepipedos, para
a compararagao entre os volumes de duas_piramides de
mesma altura e cujas bases tém a mesma area, Euclides
nao usa equidecomposigao, mas o principio de Eudoxo (isto
é, o método da exaustdo).

Teorema 8 (Elementos, XlI-5). Pirdmides triangulares de
mesma altura e cujas bases tém mesma drea tém, necessa-
riamente, 0 mesmo volume:

Prova. Sejam ABCD e A'B'C'D" duas piramides de
mesma altura, cujas bases BCD.e B’C'D’ tém a mesma
area. Sejam F F, G, H, J, K os pontos médios das arestas
de ABCD (veja a figura[).

A piramide ABC'D pode ser decomposta em quatro par-
tes: as piramides menores Py = AFFG e P, = FBKH
(que sao congruentes e cujas arestas medem metade das
arestas correspondentes em ABCD) e dois prismas trian-
gulares Ty = EFGCHJ e T, = DGJKFH. O prisma
T, estd “em pé” ‘enquanto o prisma Tb estd “deitado”
sobre uma de suas faces laterais, qual seja, o paralelo-
gramo DJHK, cuja area é igual ao dobro da area do
tridngulo CHJ (pois o segmento JK divide o paralelo-
gramo DK HK em dois tridngulos congruentes a CH.J).

B K D

Figura 5: decomposicao de uma piramide triangular.

Se ao prisma T» ajuntarmos outro prisma Ty congruente
a Ty, como na figura [0 obtemos um paralelepipedo cujo
volume é o dobro do volume de T5 e também é o dobro
do volume de T, pois tem a mesma altura que T e sua
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base tem &rea igual ao dobro da drea da base de T;. Dessa
forma, T7 e To tém o mesmo volumdg.

E
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Figura 6: comparacao entre as areas dos prismas 77 e T5.

Mais ainda, como P; e T7 tém a mesma base FFG e a
mesma altura, o volume de 77 é maior do que o volume
de P, pois T é um prisma, enquanto P; é uma piramide.
Assim, a unido 77 U Ty dos dois prismas possui volume
maior do que a metade do volume da piramide ABCD.

Evidentemente, é possivel fazermos uma decomposicao
analoga para a piramide A’B’C'D’, dividindo-a em duas
pirdmides menores P| e Pj, congruentes, e dois prismas T}
e Ty, de modo que o volume de T} U T§ seja maior do que
a metade do volume de A’B’'C’'D’.

Uma vez que as bases das piramides ABCD e A'B'C'D’
tém a mesma drea, os prismas (de mesma altura) 71,15, T}
e Tj tém o mesmo volume (Teorema [A). Ademais, as
piramides que sobram P, P, e Pj, P; tém bases com a
mesma area.

E possivel, entao, repetir esse procedimento indutiva-
mente, dividindo as piramides menores da mesma forma,
de modo que mais do que a metade de seus volumes seja
coberta pela unido de dois prismas. Além disso, a cada re-
peticao desse processo, a parte residualnas duas piramides
originais, ou seja, a parte que corresponde a uma possivel
diferenca entre os volumes iniciais, é dividida por 2.

Sejam V e V' os volumes das piramides ABCD e
A'B'C'D’, respectivamente. Se V.> V', entao V — V' >
0. E possivel repetir o procedimento descrito acima um
ndmero finito de vezes de tal modo que a parte residual
em cada pirdmide tenha volume menor do que V — V', o
que é um absurdo, pois a diferenca V — V' é exatamente a
diferenca entre as partes residuais das decomposigoes nas
duas piramides.

De modo andlogo, a hipdtese V' > V conduz a uma
contradicao. Logo, V = V', O

Corolario 9 (Elementos, XII-7). Uma piramide triangular
tem volume igual a um terco do volume de um prisma tri-
angular de mesma base e mesma altura.

3Essa é a conclusdo da Proposicdo 39 do livro XI dos Elementos.

Prova. Seja P a piramide triangular DEFB e seja T o
prisma triangular ABCDEF, com mesma base e mesma
altura que P (veja a figura[7).

Figura 7: particao de um prisma em trés piramides.

O prisma T pode ser dividido em trés piramides, P,
P = ABCF'e P, = ABDF'. Essas trés piramides tém
o mesmo volume. De fato, as piramides P e P; tém a
mesma-altura e suas bases, 0s triangulos ABC e DEF,
sao congruentes; logo, podemos aplicar o Teorema [8 para
concluir que v(P) = v(Py). Por outro lado, a distincia
do ponto F' ao plano que contém o paralelogramo ABED
pode ser considerada como altura comum das pirdmides P
e P,. Essas duas piramides tém bases ABD e BDE, que
sao triangulos congruentes, obtidos dividindo-se o parale-
logramo ABED pela diagonal BD. Assim, o Teorema [§]
garante novamente que v(P) = v(P).

Dessa forma, v(P) + v(P1) + v(P) = v(T) e v(P)

v(P1) = v(P;) implicam v(P) = - v(T). 5

2 O principio de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647) nasceu em Mildo, onde
recebeu o nome Francesco Cavalieri. Ao juntar-se & ordem
dos jesuitas, em 20 de setembro de 1615, adotou o nome
Bonaventura. Em 1616 foi transferido para a cidade de
Pisa, onde mais tarde conheceu Galileu Galilei, tornando-
se um de seus discipulos. Em 1635, publicou a Geometria
Indivisibilibus Continuorum Nova Quadam Ratione Pro-
mota (Um Certo Método para o Desenvolvimento de uma
Nova Geometria dos Indivisiveis Continuos), onde aparece
o principio famoso que leva seu nome.

Para o enunciado do mesmo, consideremos dois sélidos
A e B e um plano fixado . Dado um plano 3, paralelo
a a, sejam a(f) e b(B) as dreas das figuras AN S e BN
B, respectivamente. Convencionamos considerar a(8) = 0
quando A N S for vazio ou um ponto, o mesmo valendo
para b(3); em geral, a(8) > 0e b(8) >0

No que segue, enunciamos o Principio de Cavalieri e
apresentamos um argumento intuitivo para sua validade.
Observe que, ao longo do mesmo, utilizamos o fato de que
o volume de um cilindro reto de altura h e cuja base é uma
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regiao plana de area A ¢ igual a Ah. Para uma demons-
tragdo, veja a referéncia [1].

Teorema 10 (Principio de Cavalieri, 1635). Sejam A, B e
a como descritos acima. Se a(f) = b(B) para cada plano
B paralelo a «, entdo v(A) = v(B).

“Prova”. Sejam [y, Br planos paralelos a «a e,
portanto, paralelos entre si, satisfazendo as seguintes
condigoes (veja a figura B):

Figura 8: dois solidos satisfazendo as hipéteses do
Principio de Cavalieri.

1. Para¢ = 0 e i = n, temos que 5; N A e 5; N B sao
pontos, isto é, By e B, sao tangentes a A e a B.

2. A distémcia entre dois planos consecutivos 3; e B;41 €
0 = 2, onde h é a distancia entre os planos g€ By

Para 0 < i < n —1, a parte do sélido A compreendida
entre os planos (; e f;41 tem volume aproximadamente
igual a a(f;)d. A soma dos volumes dessas “fatias finas” é
aproximadamente igual ao volume v(A) do sélido A e essa
aproximagao se torna mais precisa & medida que aumen-
tamos a quantidade n de fatias. 'O mesmo pode ser feito
para o sélido B.

Dessa forma, dado um erro € >0, existe um natural n
suficientemente grande tal que

n—1

o(A) - S a(s: 5‘ <—

i=0

n—1 c
- ; b(ﬂi)a} <z

Observe agora que, por hipdtese, temos a(8;) = b(5;)
para 0 <¢ < n — 1, de modo que

|
—

|
—

n n

(Bz) = (BZ)

3

.
Il
=)
I

o

Portanto, aplicando a desigualdade triangular para
ndmeros reais@, obtemos

lv(A) — v(B ‘ —ana(ﬁiaﬂ )= b8 ‘
=0 i=0
< [o(a) - iaﬁzé}ﬂ 3 b )|
i=0 =0
<§+§—5.

Supondo que v(A4) # v(B), sejae = [v(A) = v(B)| > 0.
Entao, os calculos acima nos dariam

[0(A) —v(B)| <& = [v(A) - v(B)],

o que é um absurdo! Logo, v(4) = v(B). O

Uma aplicagdo muito interessante (e importante) do
Principio de Cavalieri é' a dedugao, apresentada a seguir,
da férmula para o volume de uma esfera. Para tal utiliza-
remos, também sem demonstracao, o fato de que o volume
de um cone circular reto de drea da base A e altura h é
igual a %Ah (tal férmula pode ser obtida com o auxilio
do principio de Cavalieri, comparando o cone com uma
piramide triangular de drea da base A e altura h. Para
mais detalhes; veja a referéncia [1]).

A ideia é comparar a esfera com um outro sélido, cha-
mado anti-clépsidra, cujo volume é conhecido. Para tanto,
consideramos uma esfera S de raio R e um cilindro C, com
raio da base também igual a R e cuja altura é igual ao
didmetro 2R da esfera S. No interior desse cilindro, to-
mamos dois cones de altura R, cujas bases sao circulos de
raio R, posicionados de modo que seus vértices se toquem
(figura@l). O sélido interior ao cilindro e exterior aos dois
cones é chamado anti-clépsidra.

2

Ly

Figura 9: a esfera e a anti-clépsidra.

«

Supondo a esfera S e a anti-clépsidra A apoiados sobre
um plano «, seja f um plano paralelo a «, cuja distancia
até o centro de S é igual a h.

4Recorde que tal desigualdade diz que |z + y| <
todos z,y € R.

|z + ly|, para
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E imediato verificar que A N B é uma coroa circular
de raios h e R, ao passo que S N B é um circulo de raio
V' R? — h?. Portanto, denotando por a(f3) e s(8) as dreas
de AN pB e SN S, respectivamente, temos

a(B) = nR* — 7h?

s(8) = (\/32 - h2)2 — (R — ).

Assim, a(8) = s(B) para qualquer plano 8 paralelo a
a. Portanto, pelo Principio de Cavalieri o volume v(S) da
esfera é igual ao volume v(A) da anti-clépsidra. Mas, uma
vez que esse ultimo volume é igual ao volume do cilindro
C menos o dobro do volume de um dos cones retirados de
C para formar A, temos

v(S) =v(A) =7R?-(2R) —2- %sz ‘R

2R3 _
=

=27R? — gng.

Dicas para o Professor

Quatro encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir o material desta aula. Caso vocé queira evitar o uso
do principio de Eudoxo, pode fazer no Teorema [l apenas
0 caso em que a aresta tem medida racional, bem como
pode simplesmente enunciar o Teorema [8

A necessidade do emprego do método da exaustdo na
demonstracgao da Proposicao XII-5 dos Elementos foi ques-
tionada por K. F. Gauss (1777-1855) em uma carta escrita
para Gerling em 1844. Em 1900, o eminente matemaético
alemdo David Hilbert (1862-1943) colocou essa questao
como o terceiro problema de sua famosa lista de 23 proble-
mas, apresentados no segundo Congresso Internacional de
Matematicos em Paris e conhecidos como os Problemas de
Hilbert. Esse Terceiro Problema de Hilbert, foi resolvido
ainda em 1900 por um de seus alunos, Max Dehn. A con-
clusao de Dehn é que nao. é possivel estender para sélidos
quaisquer o Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, ou seja,
dois sélidos podem ter o mesmo volume sem serem equi-
decomponiveis. Isso torna realmente necessdrio o uso do
principio de Eudoxo na demonstragao da Proposicao XII-
5, como fez FEuclides. Vocé pode usar este material como
motivacao para o estudo do Terceiro Problema de Hilbert
e consultar as sugestoes de leitura complementar 3 e 4 para
obter mais detalhes.

O Principio de Cavalieri pode ser usado como alterna-
tiva para a obtencao do volume de prismas. Essa ideia foi
explorada nas video-aulas. Para o cédlculo do volume da
esfera é necessario que o aluno ja conheca as férmulas dos
volumes do cilindro e do cone, que podem ser apresentadas
como analogas das férmulas para os volumes de prismas e
piramides.

Sugestoes de Leitura Complementar

. A. Caminha. Geometria. Rio de Janeiro, Editora S.B.M.,

2014.
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Ed. Unesp, 2009.

. R. Hartshorne. Geometry: Fuclid and Beyond. Nova lor-

que, Springer, 2000.

. M.Aigner e G.M.Ziegler. As Provas Estdo n’O Livro. Sao

Paulo, Edgard Blucher, 2016.
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