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1 Introducao

No material anterior, introduzimos o conceito de juros tra-
tando sobre a venda do violao do Josimar. Vimos que
Josimar estava disposto a vender seu violao a vista por
100 reais, ou por 110 reais que poderiam ser pagos apenas
no meés seguinte. Agora, imagine uma situacao na qual o
comprador do violao pede dois meses de prazo para pagar
o valor do mesmo. Quanto Josimar deve cobrar neste caso?
A principio, ele poderia escolher qualquer valor arbitrario.
Por outro lado, existem dois procedimentos padrao usuais
que ele pode adotar:

(i) Cobrar mais 10 reais e pedir 120 reais por uma espera
de dois meses.

(ii) Cobrar mais 11 reais e pedir 121 reais por uma espera
de dois meses.

No primeiro caso, dizemos que Josimar esta utilizando
juros simples de 10% sobre o valor inicial. Segundo esta
regra, os juros de 10% ao més podem ser interpretados
como uma multa pelo nao pagamento do valor a vista.
Portanto, a cada més é acrescentada uma nova multa.

No segundo caso, dizemos que Josimar estd utilizando
juros compostos de 10% sobre o valor inicial. Segundo
esta regra, os juros de 10% devem ser cobrados sobre o
valor de 110 reais, pois é este o valor que deveria ser pago
ao final do primeiro més. Em outras palavras, podemos
interpretar como se Paulo (o comprador do violao de Jo-
simar) tivesse que fazer um novo empréstimo de 110 reais
no final do primeiro més.

Nas proximas segoes, abordaremos problemas em que
uma certa quantidade de dinheiro (capital) é investida du-
rante determinado periodo de tempo.

2 Capitalizacao com juros simples

No regime de juros simples (também conhecido como juros
lineares), se i é a taxa de juros por unidade de tempo (dia,
més, ano) e n é o nimero de periodos (unidades de tempo)
que durou a aplicagdo, temos a seguinte relacao entre o
valor final VF e o valor inicial VI (também chamado
valor presente):

VF=(1+i-n)-VI. (1)

Podemos deduzir a férmula [I] através do seguinte ra-
ciocinio: Seja VFi o valor do capital apds o primeiro
periodo, V F5 apds o segundo periodo e assim por diante.
Sabemos que

VR =VI+i-VI

VI, =VF +i-VI
VFEs=VF,+1:-VI

VE,=VF,_1+1i-VI

Somando todas estas igualdades, os termos intermedidrios
VFy,...,VF,_1 desaparecem, enquanto que o termo ¢ - VI
é somado n vezes. Ao final, chegamos a igualdade ().
Perceba também que a sequécia formada pelos termos
VFy,....,VF,_1 é uma progressao aritmética.

Em diversos textos didaticos, o valor final V F' também
é chamado de montante e representado pela letra M,
enquanto que o valor inicial VI também é chamado de
capital, sendo representado pela letra C.

Ainda em relacao a , ¢é importante fazermos duas ob-
servagoes:

(i) Para utilizar tal férmula, a taxa de juros simples de-
vem ser dadas em forma decimal, i.e. sem o uso de
porcentagens (%).

(ii) As medidas de tempo ¢ e de taxa de juros ¢ devem ser
correspondentes; por exemplo, se o tempo for dado
em anos, a taxa de juros simples também deve ser
anual.

Em geral, usamos abreviaturas para representar as di-
ferentes periodicidades de taxas de juros (veja a Tabela

0.

Tabela 1: abreviaturas mais utilizadas.

Significado

a.d. ao dia
a.m. a0 mes
a.b. ao bimestre
a.t. ao trimestre
a.s. ao semestre
a.a. a0 ano

Além disso, como a quantidade de dias nos diferentes
meses nao é constante, convencionou-se que, ao resolver
exercicios sobre Matematica Financeira, devemos conside-
rar o meés com 30 dias e o ano com 360 dias, exceto quando
for mencionado algum valor diferente.

Agora, a fim de exercitar os conceitos e convengoes
acima, analisemos alguns exemplos.

Exemplo 1. Um cliente de um banco aplicou 100 reais a
uma taxa simples de juros de 2% a.m., ao longo de trés
meses. Qual serd o valor resgatado ao final da aplica¢do?

Solugao. Uma maneira de resolver o exemplo é calcular
meés a meés os valores devidos pelo banco ao cliente:
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e Ao final do primeiro més, o banco deve acrescentar,
ao valor inicial de 100 reais, 2 reais de juros (que cor-
respondem a 2% de 100), totalizando 102 reais.

e Ao final do segundo més, acrescenta-se mais dois reais,
totalizando 104 reais.

e Ao final do terceiro més, acrescenta-se mais dois reais,
totalizando 106 reais.

Outra solugao possivel é baseada na aplicagao direta da
férmula de juros simples . A fim de podermos utiliza-la,
observe que o valor inicial é VI = 100, a taxa de juros é
1 = 2% = 0,02 e o nimero de periodos é ¢ = 3 meses.
Portanto,

VF = (140,02-3)-100
—1,06- 100 = 106.

O

Note que (1) estabelece uma relagdo entre quatro
variaveis: o valor inicial VI, o valor futuro VF, a taxa
de juros i e o tempo de aplicagao. Dessa forma, sabendo
trés destes quatro valores, é possivel determinar o quarto.
Os préximos trés exemplos ilustrardo essa observagao.

Exemplo 2. Um capital de 230 reais foi aplicado por cinco
meses no regime de juros simples, a uma tara desconhecida
i de juros. Apds este periodo, foi resgatado um montante
250 reais. Qual € o valor da taxa?

Solugao. Substituindo os valores na férmula de juros
simples (1)), temos:
. . 250
250 = 230(1 4+ 5i) = 1+ 5i = 230 = 1,0870
= 5i=0,0870 =i =0,0173.

Logo,
i =1,73%.

O

Exemplo 3. Se alguém aplicar 300 reais no regime de juros
simples a uma taza de 5% ao més, quanto tempo levard
para que o valor do capital dobre?

Solucao. Queremos que VF = 600, partindo de VI =
300. Substituindo tais valores na férmula de juros simples

, temos:

600 = 300(1 4+ 0,05t) =2 =1+ 0,05¢
= 0,05t =1
_ 100 _

=>1= 20.
5

Entao, serao necessarios pelo menos 20 meses para do-
brar o capital. O

Vejamos, agora, alguns exemplos mais elaborados, os
quais nao sao resolvidos apenas com a aplicacao da féormula
para os juros simples.

Exemplo 4. Uma empresa de cosméticos possui um capital
de R$80.000,00 para investimento. Seu dono aplica 30%
desse dinheiro em um investimento que rende juros simples
a uma taza de 3% ao més, e o faz durante dois meses; o
restante ele aplica, também durante dois meses, em outro
investimento que rende 2% ao més. Ao fim desse periodo,
quanto esse investidor possuird?

Solugao. Calculando 30% de 80.000, encontramos o va-
lor de 24.000 que apés dois meses na primeira aplicagao se
tornara

24.000(1 + 0,03 - 2) = 25.440.

Os outros 80.000 — 24.000 = 56.000 reais do capital ini-
cial correspondem aos 70% restantes, os quais se tornarao,
apés dois meses na segunda aplicacao, em

56.000(1 + 0,02 - 2) = 58.240.

Somando os valores encontrados, obtemos o montante
final, de

25.440 + 58.240 = 83.680

reais. O

No proximo exemplo, utilizamos a convencao ampla-
mente utilizada no sistema financeiro de que, ao nos re-
ferirmos a uma taxa linear anual i de juros, a taxa mensal

. ;. i
correspondente ¢ igual a 5.

Exemplo 5. Se uma pessoa precisar de 200.000 reais da-
qut a 10 meses, quanto ela deverd depositar hoje em um
fundo de poupanca que remunera o dinheiro inivestido a
taza linear de 12% ao ano?

Solugao. Sejam M = 200.000 reais, n = 10 meses e i, =
12% a.a. os valores do enunciado.

Conforme comentamos acima, a taxa anual de 12% cor-
responde a uma taxa mensal

i = i0/12 = 1%.
Mas, uma vez que M = C - (1 + iy, - n), temos

M

C=—
1+1%,-n

Portanto, em nosso caso,

200.000

= — g]_1.1 1'
1700010  oL818.18

Entao, é necessario depositar cerca de 181.818, 18 reais. [

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Para o exemplo a seguir, note que um titulo é qual-
quer papel negocidvel, como por exemplo acdes, letras
de cambio, promissorias. Um titulo pode ser vendido,
por exemplo, por governos ou empresas a outros gover-
nos, empresas ou pessoas fisicas, para obter recursos para
multiplos fins (por exemplo, realizar obras de infraestru-
tura, comprar maquinas, renovar estoque, abrir uma filial
etc). Assim, um titulo pode ser visto como um contrato
de empréstimo, no qual o emissor dos papéis (o lado que
recebe o dinheiro) faz uma promessa de pagamento ao com-
prador.

O valor nominal de um titulo vem impresso no préprio
titulo. O valor atual de um titulo é o valor que ele tem
numa data anterior ao seu vencimento. Colocado a render
juros a partir dessa data, por definicao esse valor atingira,
no vencimento do titulo, um montante igual ao valor no-
minal.

Exemplo 6. Um titulo com valor nominal de 10.000 reais
vence em 180 dias. Para uma taxa de juros simples de
31,2% ao ano, calcule o valor do titulo:

a) Hoje.
b) Daqui a 30 dias.
¢) Dagui a 90 dias.

Solugao. Sejam M = 10.000 reais e i, = 31,2% a.a. os
valores dados no enunciado. Considere i,, = i,/12 = 2,6%
a.m. Segue de que

M 10000

C= - .
L+im-n 140,026 n

Agora, temos C' (capital inicial) como uma funcéo de n
(meses), e nos resta apenas ver qual n nos é pedido. Note
que estamos interessados na distdncia absoluta entre os 6
meses (180 dias) e o dia que nos é pedido nos vérios itens.
De outra forma, se quisermos saber o valor do titulo hoje
devemos ter n = 6 meses, pois de hoje até o vencimento
do titulo ainda existem 180 dias; o mesmo raciocinio segue
para os demais itens.

Assim,

a) m = 6 meses. Temos

10000

= — = 8650, 52.
140,026 -6 ’

b) n = 189530 — 5 meses. Logo,

10000

= ~8849,56.
1+0,0265 ’

180—90

c) n = =35~ = 3 meses. Entao,

10000

- ~9276,44.
1+0,026-3 ’

O

Exemplo 7. Uma pessoa precisa pagar duas dividas, uma
de 35.000 reais em 3 meses e outra de 65.000 reais em 5
meses. Para fazer o pagamento dessas dividas, o devedor
utilizard suas reservas financeiras, aplicando-as em uma
poupanca que rende 66% ao ano, no regime de juros sim-
ples. Qual deve ser o wvalor aplicado nesta poupanc¢a para
que essa pessoa consiga pagar suas dividas?

Solugao. A taxa anual dada, de 66%, corresponde a uma
taxa mensam .
i = % = 5,5% a.m.

Assim, uma parte das reservas da pessoa, aplicada a
essa taxa mensal de juros (simples) de 5,5%, deve gerar
um montante de 35.000 reais em 3 meses, enquanto outra
parte, aplicada a mesma taxa e no mesmo regime de juros,
deve gerarl um montante de 65.000 em 5 meses.

Portanto, capital C' imobilizado pela pessoa para saldar
suas dividas corresponde & soma dessas duas partes, cal-
culadas com o auxilio de ([2)) conforme descrito acima:

35000 65000
T140,055-3 1+0,55-5
= 30042, 92 + 50980, 39

— 81023, 31.

O

3 Capitalizacao com juros compos-
tos

No regime de juros compostos, se ¢ € a taxa de juros por
unidade de tempo (dia, més, ano) e n é o numero de
periodos no qual o capital ficou aplicado, temos a seguinte
relacgao entre o valor final V' F' e o valor presente V P:

VF=(1+i)"-VP. (3)

Podemos deduzir a férmula |3] através do seguinte ra-
ciocinio: Seja VF; o valor do capital apds o primeiro
periodo, V F5 apds o segundo periodo e assim por diante.
Uma vez que o regime de juros é composto, o valor do mon-
tante ap6s um certo periodo é calculado fazendo a taxa i
incidir sobre o valor imediatamente anterior. Assim,

VF=VP+i-VP=(1+i{)VP

VR, =VF +i-VF=(1+)VF
VEs=VFE+i-VE=(1+i)VF,

VE,=VF, 1+i-VFy_1=(149)VF,_,
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Multiplicando todas estas n equagoes, obtemos
VF,..VF,_1-VF,=(1+4)"VP -VF ... VF,_;.

Por fim, cancelando o produto V F;...VF,,_1 em ambos os
membros da igualdade acima, chegamos na equagao .

Veja que a sequéncia V Fi, ...,V F,_1 dos valores ca-
pitalizados em regime de juros compostos formam uma
progressao geométrica, pois cada termo é o anterior
multiplicado pela constante (1 4+ 7).

Comparando-se as demonstragoes das férmulas de juros
simples e de juros compostos notamos que, na, pri-
meira, os juros sao sempre calculados sobre o valor presente
V'I. Por outro lado, na segunda os juros sao calculados so-
bre o valor do capital no periodo anterior. Na linguagem
popular, dizemos que ha “juros sobre juros” quando apli-
camos o regime de juros compostos. Isso faz com que o
crescimento do capital seja muito mais rapido com juros
compostos do que com juros simples.

Mais precisamente partindo de um capital C' a uma
mesma taxa i (de certa periodicidade) e calculando o mon-
tante apds n periodos, obtemos a funcao afim

n— C(l+in) =C + Cin
no regime de juros simples e a funcdo exponencial
ne— C(1+49)"

no regime de juros compostos.

Tlustrando a evolucao dos montantes em ambos os
regimes de juros graficamente colocando o numero de
periodos no eixo horizontal e o montante correspondente
no eixo vertical, vemos que ambas as curvas partem do
ponto (0,C) (uma vez que C' é o valor inicial, antes
de que qualquer periodo tenha decorrido). Entretanto,
no regime de juros simples a curva obtida é uma reta
(pontilhada, na figura abaixo), ao passo que no regime
de juros compostos é uma exponencial crescente (pois
144> 1 - nao pontilhada, na figura abaixo).

Conforme a figura acima, apds o instante inicial, as cur-
vas se encontram apos transcorrido um periodo, pois

1+t =141
Contudo, dai pra frente temos
(149" >1+in.

De fato, pode ser mostrado (com a ajuda da fdrmula do
bindmio de Newton) que, para n > 2, tem-se
n(n—1
(144" > 1+m+¥z2,
de sorte que a diferenga entre os montantes obtidos pelos

dois regimes de juros cresce cada vez mais, & medida que
0 tempo passa.

Terminamos esta secao analisando trés exemplos repre-
sentativos.

Exemplo 8. Uma aplicacio especial rende 15% ao més em
regime de juros compostos. Certa pessoa deseja aplicar a
quantia de R$ 620,00 durante trés meses. Calcule o mon-
tante gerado por essa aplica¢ao.

Solugao. Utilizando a férmula de juros compostos (3]

com VP =620, i = {5 = 0,15 e n = 3, obtemos

VF = (1+0,15)%-620 = (1,15)% - 620 = 942, 94.
O

Exemplo 9. Joao tomou um empréstimo de R$ 900,00 a
juros compostos de 10% ao més. Dois meses depois, Joao
pagou R$ 600,00 e, um més apds esse pagamento, liquidou
o empréstimo. Qual foi o valor desse ultimo pagamento?

Solugao. Veja que apds o primeiro més, a divida serd de
900 + 10% - 900 = 990 reais; ao final do segundo més, ela
terd aumentado para 990 + 10% - 990 = 1.089 reais. Como
Joao pagou 600 reais neste momento, seu saldo devedor
serd de 1.089 — 600 = 489 reais.

Agora, temos de aplicar novamente juros de 10% sobre
esse valor, a fim de saber o valor devido por Joao ao final
do terceiro més. Assim fazendo, obtemos

489 4+ 10% - 489 = 537,90

reais, que foi o valor pago por Joao para liquidar o
empréstimo. O

Nosso ultimo exemplo ilustra o “poder” dos juros com-
postos comparando-o numericamente com o regime de ju-
ros simples.

Exemplo 10 (O “poder” dos juros compostos). Considere
dois tipos de investimentos: o primeiro paga uma tara de
juros simples de 5% a.m. e o sequndo uma taxa de ju-
ros compostos de 2% a.m. Ao fazermos dois depdsitos de
1.000 reais, um em cada tipo de investimento, quanto serd
o retorno de cada um apds um periodo de dez anos?
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Solucao. Veja que em dez anos existem 120 meses.
Usando a formula de juros simples, temos:

V Fi30 = (1+120-0,05) - 1000 = 7000.

Usando a férmula dos juros compostos e com o auxilio de
uma calculadora (a esse respeito, veja também a préxima
secdo), obtemos:

V Fla0 = (1 +0,02)*° . 1000 = 10.765, 16.
O

O exemplo anterior deixa claro que, mesmo a uma taxa
menor, o investimento sobre uma taxa de juros composta
torna-se mais vantajoso quando temos periodos suficiente-
mente longos de tempo.

4 Usando a calculadora

Comparados aos problemas de juros simples, os exercicios
de juros compostos possuem contas mais complicadas de
resolver manualmente, pois envolvem operagoes de poten-
ciacao em vez de operagoes de multiplicagao por constan-
tes; isso fica claro no Exemplo Quando a quantidade
de periodos é pequena (¢ = 2 ou t = 3), as contas nio
se tornam demasiadamente cansativas. Porémm quando
a quantidade de perfodos é grande (¢t = 6,7,...), é reco-
mendavel o uso de calculadoras.

Nesta secao, primeiramente lhe ensinaremos como utili-
zar a calculadora do computador ou celular (ou uma cal-
culadora cientifica de bolso) para efetuar operagdes de po-
tenciagao com valores altos no expoente.

Inicialmente, apés abrir o aplicativo calculadora em seu
computador ou celular, vocé deve mudéa-lo do modo de sim-
ples para avancado (ou cientifico); caso esteja utilizando
uma calculadora cientifica de bolso, esse passo serd des-
necessario. Apés executar essa mudanga, vocé verd uma
janela semelhante a mostrada na Figura

Figura 1: Calculadora em modo cientifico.

o Calculadora

1,062 =2,0122
1,01436 =1,4308

Graus v | em | Radianos ¥ | § Ograus=0grados

0 , i + = axb Re Im conj || F(x)v

Observe o botao , que permite o calculo de poténcias.
Por exemplo, se quisermos calcular o valor de (1,06)!2,
digitamos:

[1.06][2v][12][=]

Para um outro exemplo, se quisermos calcular o valor de
(1,01)3¢, digitamos:

=
Agora, consideremos mais alguns exemplos.

Exemplo 11. Camila investiu 10.000 reais em um fundo de
investimento ao longo de cinco anos. Ao fim desse periodo,
percebeu que possuia 18.500 reais. Qual foi a taza de ren-
tabilidade média mensal do fundo ao longo desses anos?

Solugao. Primeiramente, veja que cinco anos correspon-
dem a 5 x 12 = 60 meses. Assim, utilizando a férmula de
juros compostos, obtemos:

18.500 = 10.000(1 + )% = (1 +14)%° = 1, 85.

Para calcular o valor de 4, devemos elevar os dois lados
~ 1 . .
da equagdo a g5, assim obtendo:

(1414) = (1,85)1/%°,

Digitando

[185] [27][ (| [ [=][60] )] (=]

numa calculadora cientifica, obtemos 1,0103 como res-
posta. Entao,

14i=(1,85)"/%0 =1,0103 = i = 0,0103 = 1,03%.
O

Exemplo 12. Joaquim tem 1.000 reais e deseja aplicar esse
valor em um investimento que rende 1% ao més. Quanto
tempo ele levard para dobrar seu capital?

Solucgao. Vamos aplicar os valores na férmula de juros
compostos. Sendo n o nimero de meses necessarios para
dobrar o capital investido, temos a equacao

2000 = 1000(1,01)"
ou, ainda,
(1,01)" = 2.

Veja que temos uma equagao em n. Para resolvé-la,
aplicamos logaritmos a ambos os lados, de forma que:

(1,01)" =2 = log(1,01)" =log2
= nlog(1,01) = log2
log 2
" log(1,01)"

(Note que, na segunda implicagdo (=), utilizamos a se-
guinte propriedade dos logaritmos: log(a®) = blog(a).)

Para executar o calculo da ultima expressao acima, di-
gitamos:
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[(] Dog] (2] D] (=] [(] [lg] [101] ] =1

obtendo n = 69, 66 como resultado.

Portanto, a fim de dobrar o capital investido, serao ne-
cessarios pelo menos 70 meses completos, ou quase oito
anos. O

Argumentando genericamente, suponha que um capi-
tal C, investido a taxa i, gera um montante M apds n
periodos. Partindo de

M=C-1+)",
temos

C-(1+i)"=M = (1+i)" =

Qlg

M
= log(1+4)" = log Yol

M
én-log(l—%i):loga

log 4
nziogc_ .
log(1 + 1)

Por fim, recordando que log % = log M —log C', concluimos
que
_ log% _ log M —log C'
log(1 + 1) log(1 + 1)

Os dois exemplos a seguir utilizam a férmula acima.

(4)

Exemplo 13. Uma aplica¢ao de 22.000 reais, efetuada em
certa data a taza composta de juros de 2,4% ao més, pro-
duziv um montante de 26.596,40 reais. Qual foi o prazo
da operagao?

Solucao. Uma vez que C = 22.000, M = 26.596,40 e
1 =2,4% = 0,024, segue da segunda igualdade em (4) que

~ 10g26.596, 50 — log 22.000
- log(1 4 0,024)
| 4,4248 — 4,3424

0,0103
0.0824
0,0103 i

O

Exemplo 14. Qual o tempo minimo para que um capital
que cresce o taza de 2,2% ao més duplique?

Solucao. Note que o montante M esperado pelo
exercicio é o dobro do capital inicial C, isto é, M = 2C.
Como i = 0,022, a primeira igualdade em fornece

log 2¢ log 2
n=——2C ____ 08" g gy
log(1+0,022) log1l,022

Portanto, sao necessarios pelo menos 32 meses para que o
capital dobre. O

E instrutivo comparar o exemplo anterior com o Exem-
plo para perceber como uma taxa de juros maior fez dimi-
nuir, em mais da metade, o tempo necessario para o capital
investido dobrar.

Para nosso 1ltimo exemplo, resolvamos a igualdade M =
C(1+4)"™ para i

M
C-(L+i)' =M= (1+i)"=F

:>1+i:7\/¥ (5)

=i=4/——1.
‘ C

Exemplo 15. Para uma mercadoria que vale 900 reais,
uma loja oferece desconto de 12% se o pagamento for feito
a vista. Se o pagamento for feito em até moventa dias, a
loja diz mao cobrar juros, mas nao oferece desconto. Cal-

cule o custo efetivo mensal, isto €, os juros embutidos na
compra a prazo.

Solugao. Na situacao descrita, a loja age como se o prego
nao fosse 900 reais, e sim

(100% — 12%) - 900 = 88% - 900 = 792

reais.

Ao aceitar receber o pagamento em até 90 dias, a loja
embute juros compostos a uma taxa mensal i, que faz com
que a capitalizacao dos 792 reais em juros compostos, por
trés meses, gere 900 reais ao final. Entao, a dltima igual-
dade em fornece

P8 %4: /1,136 — 1221,043 — 1 = 0,043,

Portanto, a taxa de juros efetiva da compra com paga-
mento em 90 dias é de aproximadamente 4, 3%. O

Sugestoes ao Professor

Separe dois encontros de 100 minutos cada para abordar
os assuntos deste material. No primeiro encontro, ensine os
conceitos basicos sobre juros simples e resolva os exemplos
aqui reunidos. Também, deixe claro que os juros simples
nao sao usados em aplicacoes reais; trata-se de um passo
didatico para que os estudantes possam compreender me-
lhor os juros compostos.

No segundo encontro, introduza o conceito de juros com-
postos e resolva os exemplos. Aproveite o momento para
mostrar a diferenca entre as duas formas de capitalizagao.
No final da aula, solicite aos alunos que comentem so-
bre situagoes reais nas quais eles se depararam com uma
aplicagdo dos assuntos abordados nesta aula. Se possivel,
elabore mais exercicios, os quais simulem as situagoes apre-
sentadas pelos alunos.
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