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1 Motivação para o estudo dos lo-

garitmos

No módulo sobre funções exponenciais, estudamos equa-
ções exponenciais que podem ser reduzidas a uma igual-
dade entre potências de mesma base, do tipo

af(x) = ag(x),

onde a ∈ R, a > 0 e a 6= 1. Essa igualdade implica uma
igualdade entre os expoentes,

f(x) = g(x),

que, em geral, nos permite resolver a equação. No caso em
que a igualdade é substitúıda por uma desigualdade, temos
inequações exponenciais, que também foram estudadas no
módulo anterior.

No final da aula sobre inequações exponenciais exami-
namos, no exemplos 10 e 11, as inequações

2x
2+1 > 3x

e
3x+1 ≤ 5x−1,

respectivamente (nesta última, procurávamos a menor
solução inteira).

Dados A,B > 0, para resolvermos uma inequação do
tipo

Af(x) < Bg(x),

(ou outra inequação similar, onde “<” pode ser substitúıdo
por “<”, “≤” ou “≥”) usamos o fato de que a imagem da
função exponencial u 7→ Au é o conjunto dos reais posi-
tivos. Esse fato garante que existe um número real k tal
que Ak = B, o que nos permite reescrever a desigualdade
acima como

Af(x) < Akg(x).

Por sua vez, essa última inequação envolvendo potências
de mesma base e, como tal, equivale à desigualdade entre
os exponentes

f(x) < kg(x).

No caso dos exemplos 10 e 11 da aula sobre inequações
exponenciais, por se tratarem de desigualdades, pudemos
resolvê-las usando estimativas para o valor de k. No en-
tanto, se quisermos resolver uma equação exponencial que
envolva potências de bases diferentes, será necessário saber
o valor exato de k, como no Exemplo 1 a seguir.

Exemplo 1. Resolva a equação

2x = 3. (1)

Como acima, o fato de que a imagem da função expo-
nencial y = 2x é o conjunto dos reais positivos garante
que existe um real k tal que 2k = 3, ou seja, tal que a

equação (1) tem solução. Como a função y = 2x também
é injetiva1, essa solução é única. Uma estimativa um tanto
grosseira para k pode ser obtida considerando-se as desi-
gualdades 2 < 3 < 4, isto é, 21 < 2k < 22, o que implica
que 1 < k < 2.

2 Definição e propriedades básicas

Logaritmos são expoentes. Mais precisamente, se a > 0,
a 6= 1 e b > 0, o logaritmo de b na base a é o expoente y
que devemos colocar na potência de base a para que o re-
sultado seja b, ou seja, é a solução da equação exponencial

ay = b. (2)

Mais uma vez, a consistência dessa definição segue do fato
de que a imagem da função exponencial y 7→ ay é o con-
junto dos reais positivos.

Usamos a notação

y = loga b. (3)

(lê-se logaritmo de b na base a) para denotar a solução de
(2). Por exemplo, a equação do Exemplo 1, 2x = 3, tem
por solução o logaritmo de 3 na base 2, isto é, log2 3.

Evidentemente, a discussão até aqui apenas dá um nome
a um número real que sabemos existir, mas que não sabe-
mos estimar com precisão. Por exemplo, até o momento
não temos a menor ideia sobre como calcular log2 3 com,
digamos, duas casas decimais corretas. Esse fato será re-
mediado à medida que prosseguirmos em nosso estudo. Por
ora, deduzamos algumas propriedades de logaritmos, as
quais decorrem das regras usuais de exponenciação.

Suponha que a é um número real positivo e diferente de
1, e b e c são números reais positivos. Temos as seguintes
propriedades:

(1) loga 1 = 0

De fato, se loga 1 = y, então ay = 1, ou seja, ay = a0.
Como sabemos, isso implica y = 0.

(2) loga a = 1

Se loga a = y, então ay = a, ou seja, ay = a1, o que
implica y = 1.

(3) aloga b = b

Neste caso, a própria definição de logaritmo já fornece
a propriedade, pois, loga b é o exponente que temos
de dar à base a para obter b como resultado.

1Tais propriedades das funções exponenciais foram estabelecidas
na aula Função exponencial e propriedades, no módulo sobre Funções
Exponenciais.
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(4) loga(bc) = loga b+ loga c

Escreva loga b = x e loga c = y. Então ax = b e ay = c,
logo bc = axay = ax+y. Mas, se ax+y = bc, então, por
definição, temos x+ y = loga(bc). Assim,

loga(bc) = x+ y = loga b+ loga c.

(5) loga
(
b
c

)
= loga b− loga c Essa propriedade de-

corre de (4), aplicada a b
c no lugar de b:

loga b = loga

((b
c

)
c
)

= loga

(b
c

)
+ loga c;

portanto, loga

(
b
c

)
= loga b− loga c.

(6) loga
(
bk
)

= k · loga b

Se x = loga b e y = loga(bk), então b = ax e bk = ay.
Assim, ay = bk = (ax)k = akx e, dáı, y = kx. Mas
isso é exatamente o que queŕıamos demonstrar.

A propriedade (4) tem uma importância especial, pois
foi o impulso motivador para o estudo dos logaritmos, no
ińıcio do século XVII. Como logaritmos transformam pro-
dutos em somas, eles se tornaram ferramentas úteis para
cálculos aritméticos com números muito grandes, numa
época em que não existiam calculadoras. Vamos ilustrar
como isso pode ser feito no Exemplo 3 a seguir.

Até meados do século XX, era comum que os livros trou-
xessem tábuas de logaritmos, que nada mais são do que ta-
belas nas quais podemos consultar os valores aproximados
de vários logaritmos de números (numa certa base).

As tabelas mais comuns exibiam logaritmos na base 10,
ditos logaritmos decimais, de números em um determinado
intervalo. Então, utilizando tais valores em conjunção com
as propriedades (4) e (6), calculava-se outros logaritmos.
Ilustremos esse procedimento no seguinte

Exemplo 2. Suponha que saibamos (consultando uma
tábua de logaritmos decimais) que

log10(2, 02) = 0, 3051,

com quatro casas decimais exatas. Para calcular o valor
de log10(2020), começamos escrevendo 2020 = 2, 02 · 103.
Então, as propriedades (4) e (6) dão

log10(2020) = log10(2, 02 · 103)

= log10(2, 02) + log10(103)

= log10(2, 02) + 3 · log10(10)

= log10(2, 02) + 3

= 3, 3051.

Figura 1: uma tábua de logaritmos, retirada do livro “As-
tronomische Nachrichten”, de Heinrich Christian Schuma-
cher (1780–1850).

Conforme prometido anteriormente, o próximo exemplo
mostra como tábuas de logaritmos eram utilizadas para
calcular produtos de números grandes.

Exemplo 3. Para calcular o produto 1999 · 2019 com o
auxĺio de uma tábua de logaritmos decimais, começamos
escrevendo

log10(1999 · 2019) = log10(1999) + log10(2019).

Em seguida, consultando uma tabela de logaritmos deci-
mais, obtemos

log10(1999) = 3, 3008 e log10(2019) = 3, 3051,

ambos com quatro casas decimais corretas. Assim,

log10(1999 · 2019) = 3, 3008 + 3, 3051 = 6, 6059.

Consultando a mesma tabela, veŕıamos que o número in-
teiro cujo logaritmo decimal mais se aproximaria de 6, 6059
seria 4.035.981, o que forneceria

1999 · 2019 = 4.035.981.

Nos dias de hoje, a lição que fica, dos cálculos dos exem-
plos anteriores é que logaritmos servem para transformar
uma multiplicação em uma adição, que é uma operação que
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exige um esforço computacional menor. As calculadoras ci-
ent́ıficas e os computadores utilizam-se dessa propriedade
de forma indireta, de uma maneira bem mais sofisticada,
para realizar rapidamente cálculos muito complicados.

O próximo exemplo exercita a definição de logaritmo.

Exemplo 4. Mostre que, se a e b são números reais posi-
tivos, com a 6= 1, então

logak b =
1

k
· loga b,

para todo número real não nulo k.

Solução. Escreva loga b = x e logak b = y. Pela definição
de logaritmo, temos ax = b e (ak)y = b. Logo, ax = (ak)y,
ou seja, ax = aky. Igualando os expoentes, obtemos y =
1
k · x, que é a igualdade que procurávamos.

Outra propriedade notável dos logaritmos é a mudança
de base. Se a, b e c são números reais positivos, e a e c são
diferentes de 1, então

loga b =
logc b

logc a
.

Para demonstrarmos a validade da expressão acima, es-
crevemos x = loga b, y = logc b e z = logc a. Pela definição
de logaritmo, temos ax = b, cy = b e cz = a. Por sua
vez, as duas primeiras igualdades implicam ax = cy. Mas,
como a = cz, podemos escrever

(cz)x = ax = cy,

ou, o que é o mesmo, cxz = cy. Assim, zx = y e, dáı
x = y

z , que é a igualdade procurada.

Terminamos esta seção com duas observações importan-
tes.

Observação 5. Em geral, quão complicado é o número
loga b (para a, b > 0, com a 6= 1)? Evidentemente, esse
número pode ser racional, ou mesmo inteiro, como por
exemplo em log2 8 = 3, log3

√
3 = 1

2 (verifique essas igual-
dades). Entretanto, pode ser mostrado (mas isso está bem
além do que podemos fazer aqui) que, se a e b são intei-
ros positivos primos entre si, então loga b é um número
irracional.

Observação 6. Na aula Função Exponencial e Proprieda-
des, Observação 8, apresentamos o importante número

e ∼= 2, 718281828459045.

Por razões que ficarão claras à medida que prosseguirmos
nosso estudo, logaritmos na base e são chamados logarit-
mos naturais, sendo denotados por ln ou log. Assim,
para x > 0, temos

lnx = log x = loge x.

3 Funções logaŕıtmicas e seus grá-
ficos

Vamos denotar por R∗
+ o conjunto dos números reais po-

sitivos. Fixado um número real positivo a > 0, diferente
de 1, função La : R∗

+ → R, dada por La(x) = loga x, é
chamada função logaŕıtmica de base a.

Se a > 1, a função La é crescente. De fato, suponha que
x1 e x2 sejam números reais positivos, e sejam y1 = loga x1
e y2 = loga x2. Suponha, ainda, que x1 < x2. A definição
de logaritmo nos diz que x1 = ay1 e x2 = ay2 . Como
a > 1, a função exponencial de base a é crescente, logo, se
ocorresse y1 ≥ y2, teŕıamos ay1 ≥ ay2 , o que não é o caso.
Assim, deve ser y1 < y2, ou seja, loga x1 < loga x2.

Se 0 < a < 1, então a função La é decrescente. De fato,
se b = a−1, então b > 1, de sorte que a função Lb, dada por
Lb(x) = logb x, é crescente, pelo que vimos no parágrafo
anterior. Por outro lado, aplicando a fórmula do Exemplo
4 com k = −1, obtemos

La(x) = loga x = logb−1 x = (−1) logb x = −Lb(x).

Assim, como Lb é crescente, a função La é decrescente.
Mostremos, agora, o seguinte fato importante.

A função exponencial Ea : R→ R∗
+ é bijetiva e a

função La é sua inversa.

Na aula sobre funções exponenciais, vimos que a função
exponencial Ea é injetiva e que sua imagem é o conjunto
R∗

+ dos números reais positivos. Isso implica que Ea : R→
R∗

+ é bijetiva. Evidentemente, se mostrarmos que Ea tem
uma inversa, isso será outra forma de mostrar que essa
função é bijetiva. Fazemos isto a seguir.

Pela definição de logaritmo (veja a propriedade (3)), te-
mos

Ea(La(x)) = Ea(loga x) = aloga x = x.

Por outro lado, segue das propriedades (2) e (6) que

La(Ea(x)) = loga(ax) = x loga a = x.

Isso mostra que as composições Ea ◦ La e La ◦ Ea são as
funções identidade de R∗

+ e R, respectivamente. Assim, Ea
e La são inversas uma da outra.

Seja a > 1 um número real dado. Na Figura 2 vemos o
gráfico da função exponencial Ea(x) = ax em verde e da
função logaŕıtmica La(x) = loga x em vermelho (de fato,
modificando o real a > 1, modificaremos correspondente-
mente os gráficos de Ea e La. Assim, a Figura 2 deve ser
vista como uma representação t́ıpica de tais gráficos).

Uma vez que são gráficos de funções inversas, eles são
curvas simétricas em relação à reta y = x, bissetriz dos
quadrantes ı́mpares. Isso significa que, para cada ponto
do gráfico da função exponencial, existe um ponto sobre o
gráfico da função logaŕıtmica tal que o segmento de reta
com extremidades nesses dois pontos é perpendicular à reta
y = x, intersectando tal reta em seu ponto médio.
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Figura 2: os gráficos da função exponencial x 7→ ax (em
verde) e de sua inversa, x 7→ loga x (em vermelho).

Em particular, à medida que x se aproxima de 0 por va-
lores positivos, o gráfico da função logaŕıtmica se aproxima
mais e mais do eixo y; mais precisamente, dado um número
real N < 0, existe x > 0 suficientemente próximo de zero,
tal que loga x < N . Por outro lado, dado M > 0, existe
x > 0, suficientemente grande tal que loga x > M ; de outra
forma, podemos tornar loga x tão grande quanto desejado,
bastando tomar um real positivo x suficientemente grande.

No caso em que 0 < a < 1, os gráficos da função expo-
nencial Ea(x) = ax e da função logaŕıtmica La(x) = loga x
também são simétricos em relação à reta y = x, uma vez
que tais funções continuam sendo inversas uma da outra.
Tais gráficos são como os mostrados na Figura 3 (nova-
mente aqui, modificando o real 0 < a < 1, modificaremos
correspondentemente os gráficos de Ea e La. Assim, a
Figura 3 também deve ser vista como uma representação
t́ıpica de tais gráficos).

A diferença entre os gráficos esboçados nas duas figuras
pode ser explicada facilmente, a partir da fórmula deduzida
no Exemplo 4: se α > 1, então 0 < α−1 < 1 e

Lα−1(x) = logα−1 x = − logα x = −Lα(x)

ou, resumidamente,

Lα−1 = −Lα.

Assim, os gráficos das funções Lα e Lα−1 são simétricos
em relação ao eixo y.

A análise que fizemos da relação entre os gráficos da
função exponencial e logaŕıtmica, no caso a > 1, pode
ser repetida no caso em que 0 < a < 1. Nesse caso, as

conclusões sobre o comportamento da função logaŕıtmica
x 7→ loga x quando x se aproxima de zero (por valores
positivos) ou quando x fica arbitrariamente grande são as
seguintes: dado M > 0, existe x > 0 suficientemente pe-
queno, tal que loga x > M ; dado N < 0, existe x sufici-
entemente grande tal que loga x < N . Para compreender
o significado dessas afirmações, basta usar que a−1 > 1 e
que (conforme observamos acima) os gráficos de La e La−1

são simétricos em relação ao eixo y.

Figura 3: os gráficos da função exponencial x 7→ ax (verde)
e de sua inversa x 7→ loga x (vermelho), no caso em que
0 < a < 1.

Dicas para o Professor

A presente aula pode ser coberta em três encontros de
50 minutos.

É fortemente aconselhável que o professor trabalhe os
dois últimos exemplos da aula sobre inequações exponen-
ciais antes de começar esta aula. Conforme lembramos
no ińıcio desta aula, tais exemplos são motivadores para o
estudo dos logaritmos.

Os usos de tábuas de logaritmos e logaritmos decimais
para a realização de cálculos são temas que cáıram definiti-
vamente em desuso depois do surgimento e popularização
das calculadoras eletrônicas. Não advogamos aqui em de-
fesa desse método anacrônico, e o citamos no texto somente
por razões históricas, como uma ilustração do papel inicial
dos logaritmos.

No entanto, vale notar que os parâmetros curriculares
nacionais estabelecem que, entre as habilidades que se es-
pera que os estudantes desenvolvam, está a capacidade de
consultar e interpretar dados expostos em tabelas. Isto
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posto, as tábuas de logaritmos são coleções de dados bas-
tante úteis para se explicar como uma tabela pode ser
usada para resolver problemas práticos, como a multi-
plicação de números grandes.

Esta aula está dividida em duas partes. Nesta primeira,
adotamos uma abordagem mais tradicional, que define lo-
garitmo como expoente; dessa forma, funções logaŕıtmicas
aparecem como inversas de funções exponenciais. Na se-
gunda parte, adotaremos a abordagem que pode ser en-
contrada nas sugestões de leitura complementar [1] e [3]:
definiremos a função logaŕıtmica de base e usando a noção
de área sob uma hipérbole. A função exponencial x 7→ ex

surgirá, então, como inversa dessa função logaŕıtmica.
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temática Elementar, vol. 2, quarta edição. São Paulo, Ed.
Atual, 1985.

3. E. L. Lima. Logaritmos. SBM, Rio de Janeiro, 1991.

http://matematica.obmep.org.br/ 5 matematica@obmep.org.br


	Motivação para o estudo dos logaritmos
	Definição e propriedades básicas
	Funções logarítmicas e seus gráficos

