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1 Razao de segmentos
Para organizar as ideias, iniciemos com o seguinte

Exemplo 1. Considere um segmento AB de comprimento 10.

10
A B

A fim de encontrar um ponto P, interno ao segmento AB
e que o divida na razdo 3 : 2 a partir de A, dividimos AB
em 3+ 2 =5 partes e marcamos P deizando 3 partes a sua
esquerda (entre A e P) e 2 a sua direita (entre P e B).

e

A P
Assim, o comprimento de cada parte deve valer % =2, de
modo que AP =3-2=06, BP=2-2=4 ¢ a razio 3 : 2
aparece em N
AP 6

PB4

Deixando de lado os valores especificos do exemplo ante-
rior (os quais serviram apenas para simplificar a ideia que
queremos desenvolver), vemos que a fracdo AL denota a
razao em que P divide o segmento AB. Observe que o ponto
P aparece tanto no numerador quanto no denominador; além
disso, os extremos do segmento (no caso, os pontos A e B)
aparecem um no numerador e o outro no denominador.

Vejamos mais alguns exemplos, a fim de fixar as ideias.

Exemplo 2. Divida um segmento AB, que mede 8cm, na
razao 1:3 a partir de A.

Solugao. Como queremos dividir AB na razao 1 : 3, vamos
dividi-lo em quatro partes de tamanho % = 2 centimetros
cada, fazendo uma dessas partes corresponder ao segmento
AP. Assim, P estd a 2cm de A e 6cm de B.
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Exemplo 3. Divida um segmento AB, que mede 8cm, na
razio 1:v/2 a partir de A.

Solucao. Queremos dividir AB na razéo 1 : v/2, mas, para
tanto, ndo podemos dividi-lo em 1 + v/2 partes, pois essa
quantidade nao é um ntmero inteiro. Entretanto, isso nao é
problema; basta observarmos que queremos um ponto P no
interior de AB tal que

Sl

AP
PB

Como

AP _ 1 ApVa- PB
PB

©

& AP(V2+1)= AP+ PB
& AP(V2+1)= 4B =38,

devemos ter

- 8 8  V2-1
AP = = . =8(vV2—-1);
V2+1  V2+1 V2-1 ( )
dai,
BP=8—- AP =8-8(vV2—1)=8(2—-V2).
8(v2—1) 8(2 —/2)
A P B
O
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Exemplo 4. Dado um segmento AB, o segmento dureo de
AB a partir de A € o segmento AP, com P em AB, tal

AB _ AP w5 _ ,
que 55 = ==. Se AB =10, calcule o comprimento de AP.

Solucao. Faca AP = z. Pelas condicdes do enunciado, te-
mos

AB AP 10 x

Rt =
AP PB x 10 — x
& 2° =100 — 10z
& 2% + 10z — 100 = 0.
Como o discriminante dessa equacao de segundo grau vale

102 — 4(—100) = 500 e x é positivo (pois é o comprimento
de um segmento), temos

—10+/ —10+1
o 0+2 500 _ 04;0\/5:5\/5_5.

2 O teorema de Tales

O teorema de Tales é um resultado fundamental em Geo-
metria FEuclidiana plana, e pode ser enunciado da seguinte
forma.

Teorema 5 (Tales). Sejam r, s et retas paralelas. Escolhidos
(acompanhe na figura a sequir) pontos A, A’ €r, B,B' € s e
C,C" €t de modo que A, B,C e A’, B',C’ sejam dois ternos
de pontos colineares, tem-se sempre

AB A'B'
BC  B'C"
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A demonstragao deste teorema requer elaboracoes que
estao além dos propdsitos destas notas; nesse sentido, su-
gerimos consultar a referéncia [1]. . Contudo, na préxima
secao discutiremos a demonstracao de um caso particular
relevante. Aqui, vamos nos concentrar em utiliza-lo.

Exemplo 6. Na figura abaizo, os segmentos BC e DE sao
paralelos, AB = 15cm, AD =5cm e AE = 6ecm. Calcule a
medida em centimetros do segmento CE.

A

S
=

B ¢
Solugao. Pelo Teorema de Tales, temos

AE 5 6

AD S —
5~ A0 CE=a0 C=18&C
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Exemplo 7. Trés terrenos tém frente para a rua A e para a
rua B, como na figura abaixo. As divisas laterais sao per-
pendiculares a rua A. Qual a medida de frente de cada lote
para a rua B, sabendo que a frente total para essa rua tem
180m ?

30m

Rua A

Solugao. Como o teorema de Tales garante a proporcionali-
dade entre as medidas dos segmentos determinados em retas
transversais por retas paralelas, podemos representar as me-
didas das frentes para a rua B por 4k, 3k e 2k (de forma a

40 _ 30 _
garantir que 7; = 57 = 20). Assim,

4k + 3k + 2k = 180 & 9k = 180 & k = 20.

Portanto, as medidas das frentes do lotes para a rua B sao
4k = 80m, 3k = 60m e 2k = 40m. O

Exemplo 8. Uma reta paralela ao lado BC' de um triangulo
ABC determina os pontos D em AB e E em AC. Sabendo-
se que AD =z, BD =246, AE =3 ¢ EC =4, calcule o
comprimento do lado AB do tridngulo ABC.

Solugao. A figura a seguir ilustra a situagdo descrita no

> >
enunciado. Como DE || BC, o teorema de Tales nos dé a
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igualdade
i _am
DB EC’

Agora, pelos dados do enunciado; temos que

AD AE
AD _AE T 3 g — 3118 o= 18,
DB EC z+6 4

Dessa forma,
AB = AD + BD =2z + 6 = 40.
O

Exemplo 9. Em um triangulo ABC, marcamos pontos P e
Q sobre os lados AB e AC respectz'vamente, de modo que
AP _ AQ 4,
== ostre que P BC
75 o0 que PQ |
Solugao. Suponha que PQ nao seja paralelo a BC' (acom-
panhe o raciocinio na figura a seguir, a qual ilustra a situagao
descrita).

Trace, entao, a reta paralela ao lado BC' passando por P,
e marque seu ponto @’ de intersegao com BC'. Pelo teorema
de Tales, temos

AP AQ’
PB e
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P @

B
Como a igualdade % = % é satisfeita por hipdtese, deve-
mos ter o
AQ  AQ’
QC QC’

Portanto, os pontos @ e @’ sao distintos e dividem o lado

> >
AC na mesma razao, o que é absurdo. Logo, PQ || BC. O

3 Provando um caso particular

Conforme prometido na se¢ao anterior, nesta se¢do apresen-
taremos a demonstragao de um caso particular relevante do
teorema de Tales. Esse é o contetido do teorema a seguir.

Teorema 10 (caso particular de Tales). Sejam r, s et retas
paralelas. Escolhemos pontos A,A' € r, B,B' € s e C,C’' €
t, de modo que A,B,C e A',B',C" sejam dois ternos de

pontos colineares. Se g:g = 2, com m e n naturais, entdo
g:gi = 2. Em particular,

AB A'B’

BC BC

Para a demonstracao desse caso particular do teorema de
Tales, precisamos considerar, inicialmente, o seguinte resul-
tado auxiliar.

http://matematica.obmep.org.br/ P.7
matematica@obmep.org.br



Lema 11. Sejam n um nimero natural, r1, T2, ..., Ty Te-

tas paralelas e s e t retas transversais a r1, T2, ..., Tn, aS
quais intersectam essas n retas nos pontos A1, As, ..., A,
e B1, Bs, ..., By, conforme mostrado na figura a sequir. Se
A1A2 = A2A3 = ... = AnflAn, entao BlBQ = Bng =
...= B,_1B,.
i \
i B Tn
Aur] \
nl Bn—l Tn—1
A
3 Bs ra

S t

Prova. E suficiente provar que A1As = AsAs = BBy =
Bs B3, uma vez que as demais igualdades podem ser obtidas
de forma andloga. Para tanto (veja a figura abaixo), trace
por B3 uma paralela s’ & reta s, e sejam C; e C seus pontos
de intersecao com as retas r1 e 79, respectivamente.

A2/ Cal \ By
+ T2
Ay Cll \B1 r
/s t
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Como A3Bs || A2Cs || A1Cy e A1As || C1Bs, temos que
A1C1C5 A5 e AyCyB3As sao paralelogramos. Logo, C1Cs =
A1As e AsA3 = (B3, e segue de A1A; = AsAs que
C1Cy = O3Bs3.

Agora, no trlangulo C1B1Bs, o ponto Cy é médio do lado
Ci1Bs e C’ng I 01B1 Portanto, pelo teorema da base
média, Bs é ponto médio do lado By Bs, ou, 0 que é o mesmo,
B.B, — ByBs. 0

Podemos, finalmente, demonstrar o caso particular do
teorema de Tales enunciado no teorema anterior.

Prova do teorema [T0l Por simplicidade, facamos a prova
no caso em que m = 2 e n = 3; a demonstracao no caso geral
¢é completamente analoga.

= % € queremos mostrar

5=

Nesse caso, supomos que

que = 2. Para tanto (acompanhe na préxima figura),

divida o segmento AC' em 2 + 3 = 5 partes iguais, obtendo
pontos Ay = A, Ay, A3 = B, A4, A5, Ag = C sobre s e
By = A', By, Bs = B’, By, Bs, B¢ = C’ sobre t. Como
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A1 As = AxAs = ... = AsAg, segue do lema anterior que

B1B2 = Bng =...= B5B6 =/. LOgO,
A'B" 20 2
B'C' 3 3
O
Observacédo 12. O caso particular do teorema de Tales de-
monstrado acima nao engloba as situagoes em que g=]é éigual

a um niimero irracional (y/2, por exemplo). Em uma tal
situacao, assumiremos a validade do teorema sem demons-
tragdo, remetendo o leitor & referéncia [1] para os detalhes.

Dicas para o Professor

O conteudo dessa aula pode ser visto em dois encontros de
50 minutos cada. E muito importante apresentar a demons-
tragao do caso particular do teorema de Tales aqui discutida,
pois o aluno deve perceber que ele nao é um resultado auto-
evidente e que a validade de novos fatos geométricos se apdia
na validade de outros resultados mais simples, ja estudados.

A referéncia [2] contém vérios exemplos simples envol-
vendo o teorema de Tales. Para o leitor interessado em apli-
cagbes mais elaboradas, sugerimos a referéncia [1].

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Volume
2: Geometria Fuclidiana Plana, terceira edi¢do. Rio de
Janeiro, Editora S.B.M., 2024.

2. O.Dolce e J. N. Pompeu. Os Fundamentos da Matemdtica
Elementar, Volume 9: Geometria Plana. Sao Paulo, Atual
Editora, 2013.
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