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1 Relagoes métricas em triangulos re-
tangulos

As férmulas colecionadas na proposicao a seguir sdo conheci-
das como relagbes métricas em tridngulos retangulos e
sao uma consequéncia dos casos de semelhanga de tridngulos
vistos no primeiro material da video-aula anterior. O item
(¢) é conhecido como o Teorema de Pitagoras.

Proposicdo 1. Seja ABC um tridngulo retangulo’em A, tal
que AB = ¢, AC =b e BC = a. Sejam H o pé da altura
relativa & hipotenusa, AH = h, CH =m e BH =n. Entdo:

mn = h?
A
c h b
-
B n H m C

Prova. Uma vez que AHB = CABe ABH = CEA, as cor-
respondéncias A <> C, H <> A e B <+ B permitem concluir
que os tridngulos ABH e ABC sao semelhantes, pelo caso
de semelhanca AA.
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Dai obtemos as igualdades:

que por sua vez fornecem as relagoes:
ah =bc e ¢ =an.
De forma andloga ao argumento acima, as igualdades
AHC = BAC ¢ ACH = BCA

fornecem, mediante as correspondéncias H < A4, A < B
e C < C, a semelhanga entre os triangulos HAC e ABC
(também pelo caso AA). A partir de tal semelhanga, obtemos
a igualdade

a_4A
b m

ou, o que é 0 mesmo,

b2 = am.

Assim, concluimos a prova dos itens (a) e (b).
Para provarmos (c), somamos as equagdes em (b) mem-
bro a membro, obtendo:

V4 c2=am+an=a(m+n)=a-a=ad

Finalmente, multiplicando as equagoes em (b) membro a
membro e utilizando a relagdo dada no item (a), obtemos:

am - an = b*c? = (be)? = (ah)? = a®h?.

Entao,

a’mn = a®h?
e, cancelando a? de ambos os lados dessa tltima igualdade,
concluimos a prova do item (d). O
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2 Aplicagoes

No restante desse material, apresentamos varias aplicagoes
da proposicao anterior, tanto no sentido de exercitar as for-
mulas nela contidas quanto no de ampliar nossa compreensao
das mesmas e deduzir outros resultados importantes.

Comecemos com dois exemplos simples, cujos resultados
o leitor deve guardar para referéncia futura.

Exemplo 2. Se ABCD ¢ um quadrado de lado AB = a,
entdo a medida das suas diagonais € igual a av/2.

Solugao. Nas notacoes da figura a seguir, veja'que o trian-
gulo ABC' é retangulo em B e ambos seus catetos medem a.

A D

-

B a C

Aplicando o Teorema de Pitdgoras a esse tridngulo, ob-
temos:

AC° —AB°+BC — AC" = d®> + a2

:>E2 = 2a°

— AC = a\/ﬁ.
O
Exemplo 3. A altura de um triangulo equildtero de lado 1
mede %
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Solugao. Sejam ABC um tridngulo equilatero de lado [ e
H o pé da altura baixada do vértice A ao lado BC' (veja a
figura a seguir).

A

—

B 1 H

C

Recorde que o caso CH (cateto-hipotenusa) de congruén-
cia de tridngulos retdngulos garante a congruéncia dos trian-
gulos ABH e ACH (realmente, AB = AC e AH é cateto de
ambos). Portanto, BH = CH = L.

Agora, como o tridngulo AHC é retangulo em H, apli-
cando a ele o Teorema de Pitagoras, obtemos:

2
/uqﬁchQ:Rz:,wh(l) _p

2
2
:ﬁ2+%=l2
2
:@2212—%
2
bV
4
ﬁﬁz%.

O

Exemplo 4. Na prozima figura, os circulos sdo tangentes e
a reta r é tangente a ambos, nos pontos A e B. Sabendo
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que 0s raios dos circulos tém medidas iguais a 2cm e 3cm,
calcule a medida do segmento AB.

<~

r

A

Solugao. Tracemos por B a paralela a reta. que contém os
pontos Cy e Cs, a qual intersecta o raio AC7 no ponto D
(veja a figura abaixo).

Afirmamos que o quadrilditero BDC1Cy é um paralelo-
gramo. Com efeito, BD e C;C5 sdo paralelos por construgao
esyalém disso, DC; e BCs também sdo paralelos, pois sdo am-
bos perpendiculares a reta r. Portanto, os lados opostos de
BDC;Cy sdo congruentes, de sorte que obtemos (omitindo
a unidade de medida):

E+D01:3:>E+BOQZS
= AD+2=3
= AD =1.
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Também, denotando por 1" o ponto de tangéncia dos circulos,
segue que

BD=CCo=CT+TCy=3+2=5.

Agora, observe que o angulo ZBAD é reto. Entao, pode-
mos aplicar o Teorema de Pitagoras ao triangulo ABD para
obter:

AB°+AD =BD — AB +12 =52
— AB =25-1=24
— AB = /24 = 2\/6.
O

Exemplo 5. Na figura abaizo, os 'dois semicirculos sdo tan-
gentes no ponto A, O é o centro do semicirculo maior e O’ é
o centro do menor. Sabe-se_ainda que a medida do segmento
AD ¢€ igual a 7v/2em. Calcule a medida do segmento AE.

E

Solugao. Denotando por r o raio do semicirculo menor, te-
mos que o raio do maior é igual a 2r. Além disso, os tridngu-
los AOD e ABF sao retdngulos em D e E, respectivamente,
pois estao inscritos em semicirculos (veja a figura a seguir).
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D
-
A o Cc 0 B
IT'
I 2/r 1

Aplicando o item (b) da proposicao B a esses dois tridn-
gulos, obtemos, respectivamente:

. Y 4 2 _

AD2:AO-AC:>(7\/§) = 9. AC
— 08 = 27 - AC
—49=1r.AC

——2
HQ:E-E:ATE:r-E.

Comparando as duas igualdades acima, segue que

AE°

=49 AE  =4-49 - AE=2-T=14.

O

Exemplo 6. Na figura abaizo, os pontos A, C e E sao coli-
neares, sendo C o ponto médio de AE. Os trés semicirculos
desenhados tém diametros AC, CE e AFE, ao passo que o
circulo centrado em F € tangente a todos eles. Sabendo que a
medida do raio do semicirculo maior é 8cm, calcule a medida
do raio do circulo de centro F'.
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Solugao. Note inicialmente que, como AC = EC, o semicir-
culo maior é centrado em C'; dai, AC = FC = 8.  Também,
sendo B e D os centros dos semicirculos menores (veja a
préxima figura), temos que AB = BC = CD = DE = 4.

e

A B C D E

Denotando por r o raio do circulo centrado em F', a con-
dicao de tangéncia com os semicirculos menores garante que
BF = DF = r + 4. Por outro lado, a condicdo de tangéncia
do cfreulo com o semicirculo maior garante CF = 8 —r (veja
novamente a figura acima).

Agora, uma vez que o tridngulo BDF' é isésceles de base
BD e C é o ponto médio de BD, temos (por um argumento
analogo ao esbogado na solugao do Exemplo ) que C'F' tam-
bém é altura de BDF'.

De outra forma, o tridngulo CDF é retangulo em C e,
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aplicando o Teorema de Pitagoras ao mesmo, obtemos:

CF + 0D =DF = (8 —1)> +42 = (r +4)?
— 64— 161 + /% + 16 =
= 48+ 16
= 8r + 16r =64

= 24r =64

o8
243

O

O proximo exemplo é importante ‘e também. deve ser
guardado. Ele estabelece a reciproca-do Teorema de Pitd-
goras.

Exemplo 7 (Reciproca do Teorema de Pitégoras). Seja ABC
um triangulo cujos lados medem AB = ¢, BC = a e AC = B.
Se a? = b + 2, entio ABC € retangulo em A.

Solugao. Seja H o pé da altura baixada ao lado AB, isto

—>
é, o pé da perpendicular baixada do vértice C a reta AB.
Queremos mostrar que H = A, pois isso acarretard que

CAB = CHB = 90°.
Suponha que seja H # A. HA trés casos a considerar:

(a) A esta no interior do segmento H B (veja a figura abaixo):

C
H A B
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Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos triangulos HBC
e HAC, obtemos:

a>=BC =CH +HB"
—CH + (HA + AB)?
=CH + (HA+c)?
—CH +HA +2HA - ¢ + &
—AC” 4 2HA e+
=V +2HA ¢+ &
> b2+ ¢ =ad’
Isso é uma contradigdo, mostrando que esse caso nao pode
ocorrer.
b) H pertence ao interior do segmento AB (veja a figura a
g g
seguir):

C

A H B

Usando que AC > CH, AB > BH e aplicando o Teo-
rema; de Pitagoras ao tridngulo BHC', obtemos:

a2=b2+02
= AC’ +AB’
>CH +BH
—BC” = a2,

novamente uma contradicao.
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(c) B pertence ao segmento AH (acompanhe na figura a
seguir):

C

A B H

Nesse caso, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao trian-
gulo BCH, usando que BH < AH e aplicando o Teorema
de Pitdgoras a ACH, obtemos:

> =BC =CH +BH"
<CH +4H =AC’
=0 <b>+2=a>

Mais uma vez, chegamos a uma contradicao. O

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de 50
minutos cada para discutir o conteiido deste material, sendo
uma dessas sessoes utilizada para apresentar as relacées con-
tidas na proposicao [ll e outra para apresentar os exemplos.
Ao expor cada exemplo, chame a atengdo dos alunos para o
momento em que as relacdes métricas estao sendo utilizadas.
A utilizagao de material feito com cartolina, madeira, etc.,
ou softwares geométricos como o Geogebra podem auxiliar
na compreensdo do Teorema de Pitagoras.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos pro-
blemas e exemplos relacionados ao contetido do presente ma-
terial.
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