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1 Exercicios

Neste material, trabalharemos mais alguns exercicios sobre o
tema deste modulo, fungdes trigonométricas.

Exemplo 1 (AFA). Uma piscina com ondas artificiais foi
programada de modo que a altura da onda varie com o tempo
de acordo com o modelo

=55 e () (5.

em que f(x) € a altura, em metros, e x o tempo, em minutos.
Dentre as alternativas, marque a unica que nao condiz com o
modelo proposto:

(a) A altura de uma onda nunca atinge 2 metros.

(b) Entre o momento de deteccao de-uma crista e da sequinte,
passam-se 2 minutos.

(¢) De 0 a 4 minutos, observam-se mais de duas cristas.

(d) As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150, ...
sequndos sao iguais.

Solugao. Vamos comecar tentando simplificar a expressao
para f(x). Primeiramente, lembre-se de que

(7r n 7r:1:) (mc)

sen (—+ — ) =cos | —

2 2 4/’

pois, em geral, sen(w/2 + 6) = cos(f) para todo 6, o que
j& provamos em aulas anteriores. (Isso pode ser verificado

observando os gréficos de seno e cosseno ou usando a férmula
para o seno de uma soma de arcos.) Logo,

f(z) = 3cos (%) sen (%) sen (?) .

Agora, lembre-se de que, para todo A real, vale a férmula
para o seno do arco duplo,

sen(2A4) = 2sen(A) cos(A).
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Fazendo uso da féormula acima com A = 7ZF temos que

Fa) = 2 -2c0s () sen (%) - sen (20
- Zsen (“—;) sen (%ﬂf)
= gsen2 (%) .

Isso pode ser melhorado ainda mais, usando, dessa vez,
uma das férmulas para o cosseno do arco duplo,

1~ 2
cos(2B) = 1 — 2sen®*(B) = sen?(B) = —%(Bl;

realmente, fazendo B = mx/2, obtemos

o) = % 1 *C(;S(ﬂ'l‘)7

ou seja,

fl@) = ?I - Zcos(mc).

Como —1 < cos(mx) < 1, temos que

3 3
| WA <l <
COS(7I£C)

)

=~ w

somando % a todos os termos das desigualdades acima, fica-
mos-com

< +

= w
1w
[\

3
~1 cos(mz) <

>~ w

f(z)

A partir daf, vé-se imediatamente que o item (a) é verda-
deiro, pois a altura maxima das ondas é % = 1,5m.

Por outro lado, a crista de uma onda é seu ponto mais alto,
e a distancia entre duas cristas é, precisamente, o periodo
da onda. Para calcula-lo no presente caso, temos de fazer
wx variar de 0 a 27, ou seja,  deve variar de 0 a 2. Entao,
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f tem perfodo 2 minutos, o que ji garante que o item (b) é
verdadeiro e o item (c) é falso.

Por fim, para observar que a alternativa (d) é verdadeira,
note primeiramente que os instantes listados, em minutos, sao

%, %, g, ...; em geral, para x = 21«7—1’ com k natural, temos

cos(mzx) = cos (@) =0, logo, f(z) = % para todos esses

valores de x.

Explorando um pouco mais o exemplo, veja que, como
cos(0) = 1, temos f(0) = 2 — 2 = 0; entdo, reunindo as
informagdes acima e recordando as estratégias que desen-
volvemos para esbocar graficos de fungoes trigonométricas
simples, chegamos sem dificuldade ao esboco a seguir, para o

grafico de f:

metros
2

1 2 3 4 5 6 7 8 minutos

O

Observacao 2. Ainda em relacdo ao exemplo anterior, note
que o esboco do- grdfico de f dd uma forma mais geométrica
de entender porque o item (d) é verdadeiro. Realmente, os
instantes de crista da onda sdo, em seqgundos 60, 180, 300, . ...
Assimy, os instantes listados em (d) diferem, dos instantes de
crista, de 30 segundos cada; logo, as alturas da onda nesses
instantes sao todas iguais.

Exemplo 3 (AFA - adaptada). Sendo x um nimero pertencente
ao intervalo [0, 27], calcule o conjunto-solugio da inequagdo

—8sen*(x) + 10sen?(x) — 3 < 0.

Solugao. A inequagdo do enunciado pode ser transformada
numa inequacao de segundo grau fazendo a substituicao de
variavel:

y = sen’(x).
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Com isso, queremos resolver, primeiramente, a inequagao
—8y2 +10y —3 < 0.
Para analisar o sinal da fun¢do quadratica
f(y) = —8y* + 10y — 3,

comecemos calculando os pontos em que f(y) = 0. Temos o
discriminante

A =10% — 4(—8)(—3) = 100 — 96 = 4,

logo,
_—101\/41_—1012_§i1
2-(-8) —16 8 8’
ou seja,
4 1 6 3
YTRTa METRTO

Uma vez que o grafico de f é uma pardbola com concavidade
voltada para baixo, para que f(y) < 0 é necessirio que
y<1l/2ouy>3/4.

Voltando para a varidvel z, precisamos calcular os possiveis
valores de x que satisfazem:

1
sen? () < 5 ou sen? () >

>

A inequaggo sen?(z) < 3 equivale a |sen(z)| < 7=

ou seja, a
V2 V2
- < < <=
5 sen(z) 5
Desenhamos abaixo (em vermelho/negrito) os trechos do

circulo trigonométrico correspondentes a tais valores de x.
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sen

COos

Todos esses valores de x sao solugoes.
Além deles, temos que incluir também os valores de x
que satisfazem a inequacgdo sen?(x) > %, a qual equivale a

|sen(z)| > v/3/2, ou seja,
sen(z) < —v3/2 ou sen(z) > V3/2.

Os trechos correspondentes no circulo trigonométrico encontram-
se marcados em vermelho no desenho a seguir:

sen

CcOos
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Por fim, como x € [0,27], o conjunto-solu¢do do problema
original é a unido dos intervalos dos dois casos acima:

{O 7r) U m 2w U 3T b U 47 5w U T 9

— —,— —,— —— — 27| .
4 373 47 4 373 4’

(Veja, também, a préxima figura, a qual retine os arcos mar-

cados em vermelho das duas figuras anteriores.)

sen

2m/3 /3
3m/4 w/4
cos
5m/4 /4
4 /3 57/3

Exemplo 4 (AFA). Sejam f e g fungdes reais dadas por

sen(2z)

fz) =

COS T

cada uma definida no dominio mais amplo possivel. Analise
as informagoes abaizo:

(I) O conjunto-solugio da equagdo f(x) = g(x) possui
infinitos elementos;
(II) No intervalo [%’T, %’r], a fungdo f é crescente;
(IIT) O periodo da fungio f € igual a 7.

Qual ou quais delas sdo verdadeiras?
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Solugao. Vamos comecar calculando o dominio da fungao f.
Ele é formado por todos os nimeros reais tais que cos(z) # 0.
Ou seja,

R—{xERMU:g—i—knr,keZ}.

Agora, gragas a férmula para o seno do arco duplo, sen(2z) =
2sen(z) cos(z), para todo x pertencente ao dominio de f, te-
mos que:

sen(2zx)

= |2sen x|

flz) =

| 2sen(x) cos(z)
B cosx

COS T

Nesse ponto, percebemos que uma maneira simples de
analisar os itens (I), (II) e (III) passa por esbogaro gréfico
de f. Para tanto, comecamos desenhando. o grafico de sen(z)
e multiplicamos sua amplitude por 2, para obter 2sen(z):

Yy y =2 sen(x)

Agora; para obter |2sen(x)|, devemos espelhar os valores
negativos.de 2 sen(z) ao longo do eixo-z (isto é, utilizando esse
eixo como espelho). Contudo, ao fazé-lo, é crucial lembrar que
a fungdo f ndo contém, em seu dominio, nenhum ntimero real
da forma 7 + km, com k variando em Z; assim, precisamos
remover tais pontos do gréafico, o que da a curva azul do
seguinte esbogo (com os pontos de altura 2 removidos):
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Yy y = |2sen(z)]
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Agora, vamos analisar quais alternativas do enunciado
sdo corretas.

A alternativa (I) é falsa. Acontece que, como g(z) = 2
para todo x real, o grafico de g é uma reta horizontal que
toca o gréafico de y = |2sen(x)| infinitas vezes.” Porém, as
abcissas dos pontos de intersec¢do nao estdo no dominio de
f(z), de forma que a reta y = 2 (que é.0 grifico de g) nunca
intersecta o grafico de f.

A alternativa (II) também é falsa, umavez que o grafico
decresce de 37/4 até m mas cresce de 7 até 5w /4. Logo, ndo

é verdade que a funcdo f seja crescente em todo o intervalo
3r 5
[, °F .
Por fim, a alternativa (III).é claramente verdadeira, como

se verifica prontamente, examinando o esbogo do gréfico de
I
O

Dicas para o Professor

Sugerimos que o contetido deste material seja abordado
em um encontro de 50 minutos. Sugerimos também que o
professor considere realizar outro encontro, com os exercicios
que constam na secdo de exercicios deste modulo, dando
oportunidade para que os alunos tentem resolver os problemas
em casa, entre um encontro e o outro.

A referéncia [1] desenvolve os rudimentos de Trigonometria
necessarios a aplicagdes geométricas. A referéncia [3] traz
um curso completo de Trigonometria, no ambito do Ensino
Médio. Por fim, a referéncia [2] traz vérias aplicag¢oes da
Trigonometria em nivel de Ensino Superior.
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