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Uma taga, a ponta de um lapis, uma casquinha de sor-
vete, todos tém o formato de um sélido familiar, que cha-
mamos de cone. Um feixe de luz que sai de uma lan-
terna, de um farol ou de um holofote, também tem formato
conico. Nesta aula, vamos estudar essa importante figura
geométrica.

1 Definicao de cone

Assim como na aula sobre cilindros, usaremos a palavra
circulo para designar uma curva plana formada por todos
os pontos situados a uma distancia dada de um ponto dado,
e usaremos a palvra disco, para designar a regigo do plano
delimitada por um circulo, incluindo o préprio circulo.

Mais precisamente, o circulo C' de centro O e raio r > 0
é o conjunto formado por todos os pontos do plano que
estdo a distancia r do ponto O, enquanto o disco D de
centro O e raio r > 0 é o conjunto formado por todos os
pontos do plano que estao a uma distancia menor ou igual
a r do ponto O.

Os pontos que pertencem a um disco mas ndo perten-
cem ao circulo que o delimita formam o interior do disco.
Assim, o interior do disco é formado pelos pontos cuja
distancia até o ponto O é estritamente menor que r. Fei-
tas essas observagoes, passemos a definicao de cone e de
superficie conica limitada.

Seja V' um ponto fora do plano « que contém o disco D
(veja a figura . Chamamos de cone circular de base
D e vértice V o sélido formado por todos os pontos do
espago que pertencem a algum segmento de reta AV, onde
A é um ponto do disco D.

Por outro lado, se C é o circulo que delimita D, entao
o conjunto dos pontos que pertencem a um segmento AV,
com A pertencente a C, é chamado superficie cénica
circular limitada de base C' e vértice V.

Figura 1: cone sélido de base D e vértice V.

Nesta aula, consideraremos apenas cones circulares,
razao pela qual usaremos o nome cone para indicar um
cone solido circular e superficie conica para indicar uma
superficie conica circular.

A distancia h entre o vértice V' do cone e o plano a que
contém sua base D é chamada de altura do cone (veja
novamente a figura [1)).

Se A é um ponto pertencente ao circulo C' da base do
cone, entao o segmento AV é dito uma geratriz do cone.
Na figura [2| a geratriz AV aparece na cor verde.

Note que, se o ponto A percorre o circulo C, entao a
geratriz AV pode, em geral, aumentar ou diminuir de ta-
manho. Como veremos mais adiante, isso s6 nao ocorre se

—
a reta VO for perpendicular ao plano que contém C.

Figura 2: uma segao paralela a base do cone é um disco.

Para continuar nosso estudo, precisaremos da seguinte

Afirmacao 1. Se seccionarmos um cone por um plano B
paralelo ao plano o que contém sua base, obteremos um
disco.

Para justificarmos a afirmacao acima, consideremos a
curva C’ de interse¢ao do plano 8 com a superficie conica.
Se O é o centro da base do cone, sejam A’ a interse¢ao da
geratriz AV com C’ e O’ a interse¢do de OV com o plano
B (figura .

Os pontos O’ e A’ estdao no plano determinado por O, A
e V. Como a reta determinada por O’ e A’ est4 contida no
plano 5, que é paralelo ao plano a que contém a base do
cone, temos que O’ A’ é paralelo a OA. Consequentemente,
os tridngulos O’ A’V e OAV sao semelhantes, o que nos dd
a igualdade

or oV
OA OV’

Por outro lado, se B’ é outro ponto qualquer de C’, entao

0 mesmo argumento acima se aplica e nos da

OB OV

VeSS

OB OV

—
onde B é a intersecao de VB’ com «.
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Comparando as duas igualdades anteriores, obtemos que
O'B"  OA
OB OA’
Entdo, como OB = OA (pois A, B € C e C é um cfrculo),
concluimos que O’'B’ = O'A’. Isso mostra que quaiquer
dois pontos de C’ sdo equidistantes de O’, ou seja, que C'
é um circulo de centro O’.

De posse da afirmacao anterior, se a reta O<—{>/ determi-
nada pelo vértice V' do cone e pelo centro O de sua base
for perpendicular ao plano a que contém a base do cone,
diremos que o cone é reto. Caso contrario, diremos que o
cone é obliquo.

Cones retos tém propriedades interessantes. A primeira
delas é que, conforme mencionamos anteriormente, todas
as suas geratrizes tém um mesmo comprimento. Isso por-
que (veja a figura [3) cada geratriz é a hipotenusa de um
triangulo retangulo cujos catetos tém comprimentos fixos:
r (raio da base do cone) e h (altura do cone).

V

Figura 3: calculando as geratrizes de um cone reto.

Assim, o Teorema de Pitdgoras fornece a seguinte relacao
entre o comprimento r do raio da base, a altura h e o
comprimento g da geratriz de um cone reto:

r? + 10 = g? (1)

Outra propriedade importante de um cone (circular)
reto e que ele pode ser obtido a partir da revolucdo de um
triangulo retangulo em torno de um de seus catetos. Por
exemplo, em relacao ao cone reto da figura [3| isso signi-
fica que ele pode ser obtido fazendo-se o tridngulo AOV
dar uma volta completa em torno do cateto OV. Eviden-
temente, a revolugao desse mesmo triangulo em torno do
cateto OA, isto é, o giro de 360° em torno desse outro
cateto, gerard outro cone.

Para um cone geral (isto é, ndo necessariamente reto),
sua intersecao com um plano que contém o vértice e o
centro da base é chamada uma segao meridiana do cone.
Na figura [3] o tridngulo VAB é uma se¢ao meridiana do
cone reto em questao. Por sua vez, este conceito nos leva
a outra afirmagao importante acerca de cones retos.

Afirmacao 2. Um cone € reto se, e somente se, todas
as suas secoes meridianas sGo congruentes a um mesmo
triangulo isdsceles.

De fato, se o cone é reto, vimos em que todas as suas
geratrizes tém um mesmo comprimento g; portanto, uma
secao meridiana serd sempre um triangulo isésceles, com
dois lados iguais a g.

Reciprocamente, suponha que a secao meridiana ¢é
sempre um tridngulo isdsceles. Se VAB é um desses
triangulos, entdo os tridngulos VAO e V BO sao congru-
entes por LLL, de forma que VOA = VOB = 90°. Entao,
VO1lAB para todo diametro AB da base do cone, de

forma que VO é perpendicular ao plano que contém a
base do cone (isto é, o cone é reto).

Um caso particular importante de cone reto é aquele em
que a se¢ao meridiana é um triangulo equildtero. Nesta si-
tuacao, dizemos que o cone é equilatero. Pela Afirmacao
todo cone equildtero é necessariamente um cone reto.
Além disso, se um cone é equilatero, entao suas geratrizes
tém medida g igual & medida do didmetro da base, ou seja,

g=2r. (2)

Para cones retos em geral, o angulo de abertura ¢é a
medida € do angulo entre sua altura e uma de suas gera-
trizes (veja a figura [4)).

Figura 4: dngulo de abertura de um cone reto.

Uma vez que VOA = 90°, vemos que o angulo 6 de
abertura de um cone reto satisfaz 0 < 6 < 90°. Além
disso, temos as seguintes relagoes, as quais seguem imedi-
atamente do tridngulo VOA da figura acima:

T r

senfl = — e tgf=—.

h
0=—
cos , p W

Em particular, o cone reto é equildtero se, e somente se,

r 1
9 = — = —
Sett 2r 2’

isto é, se, e somente se, 6§ = 30°.
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Exemplo 3. Dois cones retos com mesmo raio da base e
angulo de abertura 8 = 45° tém suas bases coladas uma na
outra, conforme mostrado na figura[5 Mostre que o sdlido
obtido dessa forma € exatamente o mesmo que se obtém
quando se faz a revolucao de um quadrado em torno de
uma de suas diagonais.

L/

Figura 5: revolucao de um quadrado em torno de uma
diagonal.

Prova. No caso descrito, e sendo r o raio da base e h a
altura do cone, temos

r
— = tg45° = 1.
h g

Entdo, h = r e segue de que g = /2. Portanto, a
uniao das se¢oes meridianas dos dois cones por um mesmo
plano (conforme mostrado na figura |5) é um losango de
diagonais iguais, logo, um quadrado.

2 Area da superficie de um cone
reto

Nesta secao, calcularemos a area da superficie de um cone
reto. Essa drea é a soma da drea da base do cone com a area
da superficie lateral (a superficie conica correspondente ao
cone s6lido). A drea da base do cone é a drea de um circulo:
7mr?, onde 1 é o raio da base do cone. Assim, a dificuldade
aqui estd em calcular a area lateral do cone.

Como estamos considerando um cone reto, pelo que ja
vimos na secao anterior, as geratrizes desse cone tém to-
das um mesmo comprimento g. Assim, se planificarmos
suaa superficie lateral (cortando o cone ao longo de uma
geratriz e, em seguida, abrindo-o — pense nesse processo
executado num chapéu de aniversdrio), obteremos um se-
tor circular de raio g e vértice V (veja a figura |§| — onde
V' nao aparece nomeado, por simplicidade). Observe que o
arco do setor tem comprimento 271 porque ele é originado
a partir do circulo de raio r que forma a base do cone, e
27r é o comprimento de tal circulo.

27mr

Figura 6: planificando a superficie lateral de um cone.

Entao, calcular a drea lateral A; do cone é o mesmo
que calcular a drea desse setor. Por sua vez, para faze-
lo, precisamos descobrir seu angulo de abertura v (veja a
figura acima, a direita). Para isso, observamos que um
angulo de uma volta completa (27 radianos) corresponde
ao comprimento inteiro do circulo de raio g (27g), assim
como o angulo vy corresponde ao comprimento 27r do arco
do setor de abertura 7 e raio g. Assim, uma regra de trés
simples nos da

2 ol

org 2w

de sorte que v = 2%’".

Continuando, observamos agora que o angulo uma volta
completa (27 radianos) corresponde & drea inteira do
circulo de raio g (mg?), enquanto o angulo v = % cor-
responde & drea lateral Ay. Portanto, uma nova regra de

trés simples fornece

A _ g
v o 2r’
ou seja,
4 g2 g% 2mr
== .y===.— =77Tg.
L B) v D) 9 g

Concluimos que a drea total A7 da superficie de um
cilindro reto com raio da base r e geratriz g é igual a soma
da 4rea Ag = 7r? da base com a &rea lateral A; = 7rg:

Ar = 7r(r+ g). (3)

Caso sejam conhecidos o raio r da base e a altura h de
um cone reto, a relagao garante que a area total de sua
superficie vale

Ar =7r(r+ V12 + h?).
Exemplo 4. Se 0 € o angulo de abertura de um cone reto

ey € o angulo de abertura do setor obtido planificando-se
sua superficie lateral, mostre que

v =2msend.
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Prova. Nas notacoes da discussao anterior e observando

novamente a ﬁgura temos v = % e g =senf. Entao,
r

v=2m-— =27send.

O

Como caso particular do exemplo anterior, vimos que o
cone reto é equilatero se, e somente se, 8 = 30°, ou seja,
se, e somente se, v = 2wsenf = w. Isso significa que o
planificagao da superficie lateral de um cone reto é um
semicirculo se, e somente se, o cone é equilatero.

Exemplo 5. Uma formiga caminha ao longo de um cone
(circular) reto com raio da base r e geratriz g. Ela sai
de um ponto A do circulo C da base do cone e vai até o
ponto B, também no circulo da base mas diametralmente
oposto a A. Ao fazé-lo, ela percorre um caminho sobre a
superficie do cone que tem o menor comprimento possivel.
Calcule esse comprimento.

Figura 7: o caminho minimo sobre a superficie do cone e
ligando A e B, e sua planificagao.

Solugao. Para que o caminho tenha comprimento
minimo, o caminho correspondente na planificacao do cone
(em vermelho, na figura|7)) também deve ter comprimento
minimo. Isso significa que, na planificagdo (e como mos-
trado na figura), esse caminho deve ser um segmento de
reta.

Queremos, assim, calcular AB (na ﬁgura a direita), o
que pode ser feito usando-se a lei dos cossenos no triangulo
ABYV . Para tal, observamos que, como AB é um diametro
da base antes da planificacdo, ap6s a planificagao temos
AV B = 3. Portanto,

AB° = AV + BV° —2AV - BV - cos AVB

292+g2—29~g-005%.

% (reveja a discussdo que levou a , se

necessério), temos que 7 = % e, dai,

Mas, como v =

@2 =29 — 2¢° - cos <W> ,
g

ou seja,
AB = gV2- 1—cos<m). (4)
g

O

Ainda em relacao ao exemplo anterior, se o cone é
mr

equilatero, temos g = 2r. Logo, = e AB = gV/2,
uma vez que cos 5 = 0.

3 Volume do cone

Nosso objetivo, nesta secao, é mostrar que o volume de
um cone (circular) é igual a um terco da &rea de sua base
multiplicada por sua altura. Essa é a mesma expressao do
volume de uma piramide. Demonstraremos que vale essa
igualdade usando o principio da exaustdo, que ja foi usado
em outras aulas (veja, por exemplo, a aula sobre cilindros).

Seja K um cone circular, de vértice V' e altura h, cuja
base é um disco D de raio r > 0.

Para cada natural n > 3, sejam ¢, e @, poligonos re-
gulares de n lados, sendo que ¢, esta inscrito em D e Q,
estd circunscrito a D.

Figura 8: poligonos ¢, e @,, respectivamente inscrito e
circunscrito a base do cone.

Consideremos duas piramides p,, e P,, ambas de vértice
V' e cujas bases sao, respectivamente, os poligonos ¢, e Q..
Entao, p, e P, tém altura h, de sorte que seus volumes sao
dados por

vol(p,) = g -area(q,) e vol(P,) = g -area(Qy,).

Por outro lado, por construcao, temos p, C K C P,.
Dal,
vol(pr) < vol(K) < vol(P,), (5)

para cada n > 3.
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Agora, uma vez que ¢, C D C @, temos uma desigual-
dade similar para as areas de q,, D e Qy:

area(q,) < area(D) < area(Q.).

Multiplicando as desigualdades acima por h/3, obtemos
h h h
— -area(q,) < -area(D) < —area(Qy,),
3 3 3
ou seja, para cada natural n > 3,
h
vol(pn) < garea(D) < vol(P,). (6)

Neste ponto, vamos assumir a validade do seguinte fato
geométrico, intuitivamente plausivel: é possivel considerar
n suficientemente grande de modo que 0s volumes de p,
e P, estejam arbitrariamente proximos. De outro modo,
para cada erro € > 0, existe um ndmero natural n, sufici-
entemente grande, tal que

[vol(P,) — vol(p,)| < e.

Por outro lado, das desigualdades e @ segue que,
para cada n > 3,

[vol(K) — garea(D)| < |vol(P,,) — vol(py)]. (7)

Se vol(K) fosse diferente de Zarea(D), poderfamos tomar

o erro € como sendo € = |vol(K) — %area(D)| > 0. Entao,

para um natural n suficientemente grande, teriamos
h
[vol(P,) — vol(py,)| < & = |vol(K) — garea(D)L (8)

Uma vez que a desigualdade contradiz a desigual-
dade , concluimos que vol(K) néo pode ser diferente de

%area(D). Assim,

vol(K) = garea(D). (9)

Exemplo 6. Calcule o volume de um cone reto equildtero,
cujo raio da base mede r.

Solugao. Sendo g e h os comprimentos da geratriz e da
altura do cone, sabemos que g = 2r e, por , que

h:\/g27r2:\/4r27r2:1"\/§.

Portanto, @D nos da

3,

h
V01:§-area(D):T~7rr =—3

Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir o material desta aula.

Os exemplos exibidos podem ser explorados em casos
particulares. Vocé pode atribuir valores para raio, al-
tura ou geratriz de um cone reto, ou ainda para o angulo
de abertura do cone, para obter exemplos com resultados
numéricos.

Mais uma vez, vocé terd a oportunidade de usar o
principio da exaustao para demonstrar a validade da
férmula que dé o volume de um sélido. Tal principio, cuja
criacdo é atribuida ao matematico grego Fudoxo de Cnido,
um contemporaneo de Platao e Aristételes, foi intensa-
mente usado por Arquimedes de Siracusa na resolugao de
problemas envolvendo o cdlculo de volumes de sélidos. O
raciocinio que exibimos aqui para demonstrar que o volume
de um cone é um terco da area da base multiplicada pela
sua altura, é essencialmente o mesmo de Arquimedes. Uma
outra alternativa para a demonstracao desse resultado é o
uso do principio de Cavalieri.

As referéncias a seguir contém vérios exercicios sobre
cones, com diferentes graus de dificuldade.
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