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Neste material, apresentaremos algumas aplicagoes do
Teorema de Euler.

Exemplo 1. Encontre 05 dois ultimos algarismos da repre-
sentacdo decimal de 77 .

Solugao. Iniciamos observando que os dois ultimos algaris-
mos de um natural correspondem ao resto de sua divisdo por
100. Entao, com vistas ao uso do Teorema de Euler médulo
100, calculemos o valor de ¢(100): como 100 = 2% - 52, temos

$(100) = 100 (1 - ;) (1 - %)

100 -

N =
Ot

40.

Como mdc (7,100) = 1, utilizamos o Teorema de Euler para
obter

7¢0190) = 1 (mod 100) = 7*% = 1 (mod 100).

Agora, vamos encontrar o resto da divisdo de 7'°°° — que
, N 1000
é o expoente da poténcia 77 — por 40. Uma vez que

40 = 23 - 5, temos

im0 (1-1) (1-1)

=40 -

N
[SAF RSN

= 16.

Dai, mais uma vez utilizamos o Teorema de Euler, agora para
obter

72140 = 1 (mod 40) = 76 = 1 (mod 40).

Mas perceba que 1000 = 16 - 62 + 8. Além disso, 72 = 49 =
9 (mod 40), o que acarreta

7 = (72)? = 92 = 81 = 1 (mod 40).
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Elevando ao quadrado os dois membros da ultima congruéncia,
obtemos

7 = (79 = 12 = 1 (mod 40).

Juntando as informagées acima, obtemos

71000 _ 7166248 (11144 40)
= (7'%)* . 7* (mod 40)
= 1%2. 1 (mod 40)
= 1 (mod 40).
Desse modo, podemos escrever 71990 = 40k 41, para algum

k inteiro positivo. Entao, lembrando da informagao de que
740 = 1 (mod 100), obtida no inicio da solugdo, chegamos a

771000 _ £40k+1
e (L
= 1% . 7 (mod 100)
= 7 (mod 100).

Portanto, os dois ultimos algarismos de 77" sdo 07. O

Exemplo 2 (AIME). Encontre o resto da divisio de 653 + 833
por 49.

Solugao, Como mdc(6,49) = mdc(8,49) = 1, podemos
aplicar o teorema de Euler para obter 649 = 1 (mod 49) e
8249 = 1 (mod 49).

Agora, observe que ¢(49) = ¢ (7%) = 7(7 — 1) = 42, logo,
642 =1 (mod 49) e 82 = 1 (mod 49). Entdo,

6'2 = 1 (mod 49) —> (6*?)” = 12 (mod 49)
— 6% = (mod 49)
e
8" = 1 (mod 49) —> (8*2)” = 12 (mod 49)
— 8% =1 (mod 49).
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Por fim, veja que 6 - (—8) = 8- (—6) = —48 = 1 (mod 49).
Desse modo,
6%% +8%3 =65 .6 (—8) + 8% .8 (—6) (mod 49)
—8- 6% — 6 - 8% (mod 49)
=-8-1—-6-1(mod49)
= —14 (mod 49)
= 35 (mod 49).

Portanto, o resto da divisdo de 63 + 833 por 49 é 35. O

Exemplo 3. Mostre que existem infinitos mdltiplos de 2009
da forma
200...09.

Solugao. Escrevendo 200...09 como
k

— 9. 10k
200.];.00—#9—2 10" 4+9,

vemos que basta encontrar infinitos k£ € N tais que 2009
divide 2 - 10* 4+ 9. Mas

2009 | (2 -10% 4+ 9) <= 2- 10" + 9 = 0 (mod 2009)
—2-10% 4+ 9 = 2009 (mod 2009)
210" = 2103 (mod 2009)
«=2-10%- 103 = 2. 10 (mod 2009)
1073 = 1 (mod 2009).
(Observe que foi possivel “cancelar” 2 - 10% na peniltima
congruéncia porque mdc (2 . 103,2009) =1.)

Agora, uma vez que mdc (10,2009) = 1, o Teorena de
Euler garante que

109(2099) = 1 (mod 2009),
o que implica

107#(2009) = 1 (mod 2009), Vn € N.
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Portanto, se tomarmos k, = n¢$(2009) + 3, teremos que
10%-3 = 1 (mod 2009), e 2 - 10¥ + 9 serd um miltiplo de
2009. O

Exemplo 4 (Argentina). Prove que, para cada nimero natural
n, existe uma poténcia de 2 tal que, dentre os n ultimos
algarismos (a direita) da representacdo dessa poténcia’ na
base decimal, a quantidade de algarismos iguais a zero €
maior do que 2n/3.

Solugao. Note que, se um ntmero inteiro m maior do que
10™ deixa um resto que possui menos de n/3 algarismos
quando dividido por 10", entdo, dentre os n ultimos algaris-
mos de m, a quantidade de algarismos-iguais a zero é maior
do que n —n/3 = 2n/3. Essa é a ideia central para resolver
este problema.

Agora, como mdc (2,5™) = 1 para todo n inteiro positivo,
segue do Teorema de Euler que

220") = 1 (mod 5") = 2#(°") 12" = 12" (mod 57)

— 2¢(5")+n = on (mod 5").

Uma vez que 2" claramente divide 2¢(")+m — 27 con-
cluimos que também vale 2¢(>")+" = 2" (mod 2"). Mas, como
mdc (27,5") = 1, concluimos que 2¢>")*" = 2" (mod 2" - 57),
ou seja, 290")+" =27 (mod 107).

Finalmente, observe que

M — (23)”/3 _ 8n/3 < 101’7,/3’

logo, a quantidade de algarismos de 2" é menor do que
n/3. Portanto, dentre os tltimos n algarismos de 2¢(")+7,
a quantidade de algarismos iguais a zero é maior do que
2n/3. O

Exemplo 5 (Il\/lqﬂ). Prove que existem a sequéncia a, =
2" — 3 (n > 1) contém infinitos termos dois a dois primos
entre si.

LOlimpiada Internacional de Matemética.
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Solugao. Veja que ax =1, a3 =5 e ag = 13. Suponha que
08 termos ap,, Gny; Ang, - - -, Gy, sejam dois a primos entre si,
isto ¢, mdc (ay,,an,) = 1, sempre que 1 <i,j <k, com i # j.
Defina

M= Ap,Qny -G, € N1 = G (M)

Veja que cada ay,; é impar, logo, mdc (2,an,Gn, - .- an, ) =
mdc (2,m) = 1. Portanto, aplicando o Teorema de Euler,
obtemos

2#(M) = 1 (modm) = 2™+ — 3 = —2(mod m)
= ap,,, = —2(modm).

Desse modo, existe g inteiro tal que
Apyyy = MG = 2.

Agora, vamos mostrar-que mdc (an,c +1,am) = 1, para
todo i € {1,2,...,k}. De fato, seja d = mdc (an,,,,an,)-
Como ay,; divide m, temos que d divide a,,_ , e mq, logo, d
divide 2, pois 2 = mq — a,,_,. Mas, uma vez que a,, ¢ impar
para todo n, concluimos que d nao pode ser igual a 2. Logo,
d=1. O

Exemplo 6 (Olimpiada Balcénica). Prove que, para cada
numero natural n dado, existe um numero natural m > n tal
que a representacdo decimal de 5™ é obtida acrescentando
certa quantidade de algarismos a esquerda da representa¢do
decimal de 5.

Solugao. Sendo k a quantidade de algarismos de 5", temos
10771 < 5" < 10"

Desejamos encontrar m > n tal que a representacao de-
cimal de 5™ é obtida acrescentando certa quantidade de
algarismos a esquerda da representacao decimal de 5", ou
seja, tal que os tltimos k algarismos das representacoes deci-
mais de 5™ e 5" sejam iguais. Isto é equivalente a 5" — 5"
terminar em k zeros, isto é, a que 10* divida 5™ — 5".
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Agora, veja que
105 | (5™ = 5") «=5" — 5" = 10%¢, Jq € Z
5" (5"" — 1) = 10"q.

Como 10¥~! < 5™ implica n > k, podemos dividir ambos 0s
membros da tltima igualdade acima por 5* para obter

5k (5T — 1) = 2%
Por outro lado, como mdec (5"~%,2%) = 1, temos que
5Pk (5T —1) =2k = 28 | (5™ 1)
Reciprocamente,

2P| (5 —1) =" —1=28,31€eZ
— 5" R 1) =255k
N——"

q

Desse modo,

107 | (5™ — 5") «=2F | (5™~ — 1)
— 5" =1 (mod 2’“) .

Por fim, o Teorema de Euler garante que
5¢(2k) =1 (mod Qk) ,

logo, basta tomar m =n + ¢ (2") O]

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas quatro sessoes de 50min
para expor o conteido deste material. Recomendamos forte-
mente que os alunos tentem encontrar solugdes para os pro-
blemas apresentados neste material utilizando meios préprios.
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Se, depois de certo tempo, os alunos nao conseguirem apresen-
tar uma solugdo para determinado problema, dé dicas antes
de apresentar a solu¢ao completa. E possivel que os alunos
apresentem solugdes que nao fazem uso do Teorema de Euler,
principalmente para os problemas [I] e

Alguns dos exemplos aqui discutidos aparecem na re-
feréncia [1]. Remetemos o leitor a ela para outros exemplos
interessantes.

Sugestoes de Leitura Complementar

1 A. C. Muniz Neto. Tédpicos de Matemadtica Elementar,
Volume 5: Teoria dos Numeros; terceira edicdo. Rio de
Janeiro, SBM, 2022.
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