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1 A Relacao de Stewart

O objetivo desse material é utilizar a Lei dos Cossenos para
demonstrar e exibir algumas aplicagoes do importante re-
sultado a seguir, o qual é conhecido como a Relagao de
Stewart.

Teorema 1. Seja ABC um tridngulo cujos lados AB, AC' e
BC medem, respectivamente, ¢, b e a. Se D for um ponto
sobre o lado BC tal que BD =m, CD =n e AD =z
(acompanhe na figura a sequir), entdo

b*m + *n = a(z? + mn). (1)
A
c b
x
I a 1

Figura 1: a relagdo de Stewart.

Prova. Denotando ADB = 6, temos ADC = 180—6 (veja a
préxima figura). Aplicando a Lei dos Cossenos ao tridngulo
ABD, obtemos:

? =22+ m? — 2em cos b;

dai, segue que
2 2_ 2
¢+ m° —c
‘9 = - 2
o8 2xm 2)
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Agora, lembrando que cos(180 — #) = — cos 6, aplicamos
a Lei dos Cossenos ao tridngulo AC' D para obter:

b? = 2% +n? — 2zn cos(180 ~6)
= 2% + n? +2nx cos b

logo,
b2 — a2 —n?
9 S . 3
cos o (3)

Igualando as expressoes para cos ) em (E) e (H), obtemos
a igualdade

2 m? — 2 b2 — 22 — n?

2m - 2%n ’

ou seja,
n(:v2+m2702) :m(627x27n2).
Entao, distribuindo os produtos em ambos os membros da

igualdade acima e usando o fato de que m+n = a, um pouco
de algebra elementar fornece, sucessivamente,

nz? + nm? — nc? = mb® — ma? — mn?

nz? + ma? +nm? + mn? = mb® + nc? .

=(m+n)z? =(m+n)mn
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b’m 4+ cn = (m+n)x® + (m+n)mn ..
v’m + c*n = ar® + amn .
b’m + *n = a(z? + mn).

O

Observacao 2. Veja que a formula (ﬂ) pode ser reescrita
como 2 )
r? = ymten mn. (4)
a
Se o angulo ZBAC for reto e x for a altura de ABC' relativa
ao lado BC (que, por sua vez, serd a hipotenusa-de ABC),
entdo, nas notagées da figura |1, as relacoes métricas em

triangulos retangulos fornecem
V=an e ¢ =am.

Assim, a Relagdo de Stewart (mais precisamente (H)) pode
ser escrita como

mn
a g
formula que também. jd conhecemos do estudo de relagioes
métricas em triangulos retangulos.

9 anm+amn 2dmn

—mn = mn,

Para o que segue, definimos uma ceviana de um trian-
gulo ABC' como.um segmento que une um vértice do trian-
gulo a um ponto do lado oposto a esse vértice. Em particular,
as medianas de um triangulo sao as cevianas que ligam cada
vértice ao.ponto médio do lado oposto.

A seguir, mostraremos como ¢é possivel calcular as medi-
das de algumas cevianas de um tridngulo dado utilizando a
Relagao de Stewart.

Exemplo 3. Seja ABC um tridngulo com AB =c¢, AC = b
e BC = a. Denotando por M o ponto médio do lado BC,
temos que a medida my da mediana AM € dada, em fungdo
de a, b e c, pela formula:

2(b% 4+ c?) —a?
5 .

map =
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Figura 2: calculando a mediana m 4 de um triangulo.

Prova. Com as notagdes da figura acima, aplicando a Rela-
¢ao de Stewart ao tridngulo ABC, obtemos:

a a a a
.42 L= ( 2 ,.,),
g T g=almaty g

Cancelando um fator @ em ambos os membros da igualdade
acima, ficamos com

1 a
5 (P + ) =mi+ 7,
de sorte que
9 b2 4 02 a2 2 (b2 + 02) _ a2
mA = _ — =
2 4 4
Portanto,
2(b? + %) — a?
ma =

O

Vale observar que férmulas andlogas valem para as medi-
anas mp e mc¢ relativas aos vértices B e C' do tridangulo
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ABC, respectivamente. Mais precisamente, temos:

2 (a2 + %) — b?
2

mp =

2(a?+b%) — ¢

5 .
Exemplo 4. Seja ABC um triangulo com AB = ¢, AC =b e
BC = a. Sejam, ainda, ma, mp e mc os comprimentos das
medianas relativas aos vértices A, B e C, respectivamente.
Mostre que

mg =

m? +m% +m2 _3

a?+b2+c2 4

Prova. Utilizando a férmula deduzida no Exemplo E eo
comentario subsequente a sua prova, obtemos:

m% +m% +mi 2(62—|—62)—a2 2(a2+02)—b2
02+ 4(a?>+ b2+ ¢2) ~ 4(a® + b2+ ?)
2 (a2 + b2) —c?
20 + 2¢? — a? + 2a” + 2¢* — b2
S 4(a® + b2 + 2)

4 2a% + 2b% — ¢?
4(a? + b2 4 c?)
_ 3(e2PF ) 3
4 (2T E) 4

O

Exemplo 5. Seja ABC' um triangulo com AB=c, AC=be
BC =a. Se AD for a bissetriz interna relativa ao vértive A
e by = AD (acompanhe na figura ), entdo vale a formula:

ba bep(p — a), (5)

- b+c

em que p = %Hc é o semiperimetro de ABC.
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Figura 3: calculando as bissetrizes internas:

Prova. Denotando BD = m, C'D = n e invocando o Teo-
rema da Bissetriz Interna, temos:
mon

c b
Como a = m + n, temos n = a — m, de sorte que, a partir
da igualdade acima, obtemos:
m a—m

— = — bm = ac — mc
c b

— bm +cm = ac
= m(b+c¢) =ac
ac
b+c

Substituindo essa expressao para m na relacdo n = a — m,
chegamos facilmente a:

(6)

—m =

ab
n_bJrc' (7)

Agora, aplicando a Relacdo de Stewart ao tridngulo ABC
e utilizando as férmulas (ff) e ([1]), obtemos sucessivamente:

b ac ab
B2 ac 2 _ab B2 .
b+c+c b+c @ A+b+c b+c
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ab®c + abc? W (b2A+ abe ) '

b+c (b+c¢)?
dbc(b+7) 9 a’be
b+c =4 bA+(b+c)2
2
o a“be
bC—bA+7(b+c)2.

Entao, utilizando novamente um pouco de algebra elementar,
temos:

2 a?be
bA—bc—m
_be(b+¢)? — abe
(b+c¢)?
be 9 9
Sy (015
= (b—l;Cc)Q (b+c+a) (b+c—a)
:(bj)-cc)Q - 2p- (2p — 2a)
_mli%)Q'4P(Pa)'

Por fim, extraindo raizes quadradas em ambos os membros

da igualdade
9 be

by = m ~4p(p — a),

chegamos a (E) O

Como no caso das medianas, o leitor deve perceber que
hé férmulas andlogas para os comprimentos bp e bo das bis-
setrizes internas relativas aos vértices B e C' de ABC, res-
pectivamente:

2
bp = —— —b
B = Vapp-b)
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2
bo = ——\/abp(p — ).
= abp(p — c)

Terminamos este material discutindo, no exemplo a se-
guir, o analogo do exemplo anterior para bissetrizes externas.
Nesse caso, porém, observe que temos uma suposi¢cao adici-
onal.

Exemplo 6. Seja ABC um triangulo com AB = ¢, AC = b,
BC =a, e tal que AB # AC. Se AD for a bissetriz externa
relativa ao vértive A e ex = AD (acompanhe na_ figura a
segquir), entao vale a férmula:

€A =

E%E belp — o) (p b), (8)

em que p =

é o semiperimetro de ABC'.

a+b+tc
2

Figura 4: calculando as bissetrizes externas.

Solugao. Procedemos como na demonstragao do exemplo
anterior, supondo ¢ > b e observando que o caso ¢ < b pode
ser analisado de forma idéntica.
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Veja que a suposi¢do ¢ > b implica que o ponto D esta
situado, nas notagoes da figura acima, d direita de C (isto
é, de tal modo que C pertence ao segmento BD). Entdo,
pondo CD = m e BD = n, temos pelo Teorema da Bissetriz

Externa que:
m n

b ¢
Agora, como n = a + m, a igualdade acima fornece

= = mc=ab+mb
c

m a+m
b

= mc—mb=ab
= m(c—b) =ab

ab
— m = .
c—b
Substituindo m = b em n = a4 m, obtemos facilmente:
ac
£ . 10
"= N (10)

Aplicando a Relagdo de Stewart ao tridngulo ABD e uti-
lizando as férmulas E) @ obtemos:

m+eja=nb*+am) ..

cm + e a = nb* + nam .
ab ac ab ac
A +e4a = b2+ -a- .
c—b c—b c—b c—b
Colocando a em evidéncia em ambos os membros acima, che-
gamos a

c2b 9 b2e ab ac
¢(cb+€A> _ﬁ(cb—‘_cb.cb)’

logo,
c%b e b2e n a’be
€4 = —.
c—b AT c—b " (c—b)?
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Entao,

o2 bie B c%b n a’be
A7 ¢c—b c—b (c—b)2
_be(b—c) a’be
 c—b + (c—b)?
_ be(b — ¢)(c — b) + abe
(c—b)?
~ —bc (b~ )® + a2be
- (c—b)?
be [a® — (b — ¢)?]
(c—0)?
_be(a+b—c)(a—b+c)
- (c—0)?
be (2p — 2¢) (2p — 2b)
(= b2
_ 4be(p—c)(p—b)
ey

Finalmente, extraindo raizes quadradas em ambos os mem-
bros, obtemos (H) O

Ainda em relacdo ao exemplo anterior, perceba que a
suposicdo de que. AB # AC foi necessaria para garantir
a existéncia do ponto D. Realmente se tivéssemos AB =
AC-entdo ndo seria dificil demonstrar que a bissetriz externa
relativa a A seria paralela a reta suporte do lado BC, de
forma que o ponto D néo existiria.

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas pelo menos duas ses-
soes de 50min para expor o conteido deste material. Ao
explicar a Relagdo de Stewart, ressalte a Observacao P, pois
quando os alunos estudaram as relagées métricas em triangu-
los retangulos é provavel que tenham feito perguntas do tipo:
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“e se o tridngulo nao for retdngulo?” Ou ainda, “e se fosse
outra ceviana, em vez da altura”? FEssa é a hora de explicar
que a Relagdo de Stewart responde a essas perguntas mais
gerais. Uma férmula para a medida da altura em fungdo da
medida dos lados de um tridngulo qualquer também pode
ser deduzida a partir da Relacdo de Stewart, mas é mais
facil deduzi-la a partir da ja conhecida férmula de Herao.
(Comol!?)

As referéncias a seguir contém mais exemplos e proble-
mas, de variados graus de dificuldade, envolvendo as-leis dos
Senos e COossenos.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 2: Geometria Euclidiana Plana, terceira edigao.
Rio de Janeiro, Editora S.B.M., 2022.

2. G. lezzi. Fundamentos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 3: Trigonometria. Sao paulo, Editora Atual,
2013.
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