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1 Fungoes periddicas

Antes de introduzir as fungbes trigonométricas, vamos re-
visar o conceito de “funcdo periddica”, uma vez que as
fungoes trigonométricas sao desse tipo.

Seja f : R — R uma funcao com dominio e contra-
dominio no conjunto dos nimeros reais. Quando tal fungao
nao é constante e existe um menor nimero real positivo p
tal que f(x + p) = f(x) para todo z € R, dizemos que f
é periddica de periodo p. Isso quer dizer que p é o com-
primento do menor intervalo apds o qual f(x) passa a se
repetir. Veja que nédo basta a equagdo f(z +p) = f(x) ser
satisfeita para alguns valores de z. E necessdrio que ela
seja satisfeita para todo x; além disso, p deve ser o menor
real positivo tal que ela seja satisfeita para todo x € R.

A Figura[I]traz um exemplo de funcéo periédica em que
o periodo é igual a 6.
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Figura 1: exemplo de uma funcao periddica.

Exemplo 1. A func¢do esbogcada no grifico abaizo é perid-
dica. Encontre seu periodo e calcule o valor de f(30).

f(x)

VALVAR.

Solugao. Observe que o desenho em formato de “V” rea-
lizado pelo grafico ao variarmos 2 de 0 a 4 se repete indefi-
nidamente. Assim, observamos que para qualquer valor de
xtemos f(r +4) = f(z). Por exemplo, f(4) = f(0) = 1;
f(B) = f1) =05 f(6) = f(2) = =1; f(7) = f(3) = 0;
f(8) = f(4) = 1, etc. Isso também vale para nime-
ros nio inteiros, como f(4,5) = f(0,5) = 0,5. Tam-
bém, nao é dificil verificar que p = 4 é o menor nu-
mero positivo que satisfaz f(xz + p) = f(x) para todo .
Logo o periodo de f é 4. Por exemplo, apesar de que
f(7) = f(5) = f(3) = f(1) = 0, ndo poderiamos dizer que
o perfodo é 2, pois f(6) # f(4).

Para calcular f(30), veja que f(30) = f(26), j4 que 30 =
26 + 4. Da mesma forma, f(26) = f(22), pois 26 = 22 +

4. Por sua vez, f(22) = f(18). Continuando a subtrair
4, obtemos f(30) = f(30 — 4k) para todo k inteiro. Em
particular, fazendo k = 7 (que é o quociente da divisdo
de 30 por 4), temos que f(30) = f(2). Como f(2) =—1,
temos que f(30) = —1. O

De modo geral, quando f é periddica de perfodo p, se
conhecermos os valores de f(z) para todo« em algum in-
tervalo de comprimento p, poderemos calcular. o valor de
f(x) para todo x real.

A seguir, damos um exemplo de funcao nao periédica.

2 Notacao

Lembre-se, dos médulos anteriores, que para qualquer real
x o valor de sen(x) pode ser obtido utilizando-se o circulo
trigonomeétrico, o circulo de raio 1 e centro em O = (0, 0).
Partindo do ponto A = (1,0), percorremos um arco de
comprimento |z| (ou seja, cujo angulo central mede x radi-
anos)-sobre esse circulo, no sentido anti-horério caso x > 0
e no sentido horario caso x < 0, até chegarmos a um ponto
P. Conforme estudamos anteriormente, o deslocamento
vertical de P em relacdo ao eixo-x é o valor de sen(z) (com
sinal negativo, se P estiver abaixo do eixo-x). Assim, se P
possui coordenadas P = (xp,yp), temos que esse desloca-
mento é igual a y,, que é chamada de ordenada de P (veja
a préxima figura).

De forma andloga e com a mesma notagiao acima, cos(x)
¢ o valor da abscissa de P, ou seja, é igual =, e corresponde
ao deslocamento horizontal de P em relagdao ao eixo-y.

Com isso podemos calcular os valores de sen(x) e cos(x)
para qualquer valor real de x, inclusive para valores nega-
tivos ou maiores do que 27. Quando |z| > 27, daremos
varias voltas no circulo trigonométrico para encontrar P.

3 A funcao seno

A funcdo seno é a fungéo que associa a cada ntimero real =
o valor do seno do arco que mede z radianos, denotado por
sen(z). Assim, seu dominio é o conjunto R dos ntimeros
reais.

Exemplo 2. Calcule sen(0), sen(r/2), sen(7), sen(37/2) e
sen(2m).
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Figura 2: seno e cosseno no circulo trigonométrico.

Solucao. Considere o ponto A = (1,0), um ntimero real
x e o ponto P sobre o circulo trigonométrico tal que
r = E(ﬁ), sendo o arco AP medido no sentido anti-
hordrio. Quando x = 0, o ponto P coincide com A (o
arco percorrido tem comprimento zero, logo, ndo saimos
do ponto A). Quando z = 27, damos um volta completa
no circulo trigonométrico, de modo que P também coincide
com A. Assim, P = (1,0) e, lembrando que a ordenada
representa o seno, temos:

sen(0) = sen(27) = 0.

Por sua vez, como um circulo de raio 1 possui compri-
mento 27, , quando x = 7/2 teremos percorrido 1/4 dele
até chegar ao ponto P. Dessa forma, teremos parado no
ponto P = (0,1), de sorte que sen(w/2) = 1. De maneira
andloga, quando x = m, estaremos no ponto P.= (—1,0),
logo sen(w) = 0. Por fim, quando x = 37 /2, estaremos no

ponto P = (0, — 1), de modo que sen(37/2) = —1. Em
resumo, temos a seguinte tabela:
x| 0 @/2 m 3m/2 2m -
sen(z) [0 1 -0 -1 0

Veja que, para qualquer valor de x, como o ponto P
(definido na Segdo |2) permanece sobre o circulo trigono-
métrico, sua distdncia ao eixo-r é sempre no maximo 1.
Mais precisamente, P se desloca de no maximo 1 unidade
para cima e no maximo uma unidade para baixo do eixo-x.
Dessa forma, temos que

—1<senx <1,

para todo . Usando essa interpretagdo de que sen x mede
o deslocamento do ponto P para cima ou para baixo e
observando P percorrer o circulo trigonométrico, temos

que, quando z varia de 0 a 7/2, o valor senz aumenta; de
m/2 a 3w /2 o valor de sen x diminui, e de 37/2 a 27 o valor
de senx aumenta. Assim, para 0 < z < 2w, os pontos
x =m/2 e x=3mw/2 sdo os Unicos nos quais sen(r) atinge
seus valores maximo e minimo, respectivamente.

Para desenhar o grafico da funcdo seno, devemos mar-
car em um plano pontos (z,y) tais que y = sen(x). Vamos
comegcar observando apenas os valores de @ entre 0 e 2.
Além dos valores da tabela acima, podemos utilizar os va-
lores do seno dos arcos /6, 7/4 e m/3. Estes sdo os arcos
equivalentes a 30°, 45° e 60°, de sorte que os valores do
seno, cosseno e tangente dos mesmos foram calculados no
Moédulo “Triangulo Retangulo, Lei dos Senos e Cossenos,
Poligonos Regulares” do nono ano do EF. Assim, obtemos
a tabela abaixo.

Angulo Angulo sen " cos t
(graus) (radianos) &
0° 0 0 1 0
30° ﬁ 1 v3 V3
6 2 2 3
45° ¥ v2oov2 o
4 2 2
60° ul vi o153
3 2 2
90° il 1 0
5 !

Como vimos na Aula 1 deste médulo, também pode-
mos.calcular o seno dos arcos cuja redugdo ao primeiro
quadrante resulta em um dos arcos da tabela acima. A
Figura[3] mostra os pontos que obtemos dessa forma. Note
que ela é coerente com nossas observagoes sobre os inter-
valos em que senz cresce ou decresce. Basta, entao, ligar
esses pontos para obter uma boa aproximagao do gréafico
da fungédo seno no intervalo [0,27].
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Figura 3: alguns pontos (z,y) tais que y = sen .

A Figura [4 nos mostra ainda outras possiveis escolhas
para o ponto P e detalha como o deslocamento de P sobre
o circulo trigonométrico é usado para construir o gréfico
da funcéo seno: do lado esquerdo temos uma cépia do cir-
culo trigonométrico com alguns pontos marcados; do lado
direito temos o grafico desejado.
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Figura 4: grafico da funcdo sen(x) quando z varia de 0 a 27w, com alguns pontos marcados e seus correspondentes no

circulo trigonométrico.

Para obter o gréafico, veja que cada ponto sobre o
eixo horizontal do grafico representa a medida de um
arco (em radianos) e altura de cada ponto do gréfico
corresponde ao seno do arco, que é “copiado” da altura do
ponto P. Sobre isso, veja também a animagcao no endereco

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Circle cos_sin.g

Por fim, para estender o griafico de sen(z) fazendo x
variar sobre todos os nimero reais, lembremos que quando
z e x sao arcos congruentes, ou seja, z — x = 2km, com
k € Z, eles determinam um mesmo ponto P sobre o circulo
trigonométrico. Em particular, temos que, para todo x
real,

sen(z + 27) = sen .

Além disso, observando o gréifico de sen(z) entre 0 e 2,
vemos que para qualquer p com 0 < p < 2m, existe algum x
tal que sen(z 4 p) # sen(z). Com isso, temos que a funcao
seno é periddica, de perfodo 2. Assim, o grafico de sen(z)
é obtido fazendo vérias cépias do grafico da Figura 0]
resultado é exibido na Figura 5]

Neste texto, sempre que omitirmos unidades, é porque
estaremos usando radianos. Em particular, os ntmeros
nos eixo-z das Figuras [} [ e [f] representam medidas em
radianos. Por exemplo, na Figura [5] fazemos x variar de
—10 a 10 e, ao_ escrever sen(10) estamos nos referindo ao
seno-de 10 radianos e ndo 10°. Assim, tenha cuidado, caso
vocé venha a usar calculadoras para conferir os valores do
grafico. O exemplo a seguir elabora um pouco mais a esse
respeito.

Exemplo 3. Boa parte das calculadoras cientificas traba-
lham com radianos por padrdo, mas isso nem sempre é o
caso. Assim, se digitarmos 10 numa calculadora e teclar-
mos “SEN”, é possivel que o resultado obtido seja o seno de
10° (dez graus) ou 10rad (dez radianos). E provdvel que
a calculadora tenha uma tecla para definir o modo de ope-
racdo, “RAD” ou “DEG”, entdo € mecessdrio ficar atento.

Suponha que a calculadora estd no modo “RAD”. O que
representa o valor obtido?

Vamos calcular, a menor determinacao positiva de 10 ra-
dianos. Dividindo 10 por 2w obtemos, aproxrimadamente,
1,591. Assim, o arco entre 0 e 2w congruente a 10 tem com-

. primento 10 — 27, ou aprorimadamente 3,716. Isso é um

pouco maior do que w, logo, esta no quadrante III. Temos
entdo que sen(3,716) = —sen(3,716 — 7) = —sen(0,575).
Fazendo esse experimento, na calculadora, obtemos

sen(10) = sen(10 — 27r) = —sen(10 — 37) = —0,544.

Isso € coerente com o ponto exibido no grifico da Figura[J

4 A funcao cosseno

Nas video-aulas desse médulo, a funcao cosseno é abordada
da mesma forma que a funcdo seno, ou seja, repetindo o
procedimento da se¢do anterior: calculando alguns de seus
pontos e desenhando uma curva que passa por eles.

Como explicamos anteriormente, para a funcio cos-
seno, devemos observar a abscissa do ponto P quando
este percorre o circulo trigonométrico partindo do ponto
A = (1,0). Usando essa interpretagdo, veja que cos(0) =1
e que o valor de cos(z) diminui quando z varia de 0 até m,
chegando a cos(m) = —1, e depois aumenta quando x varia
de 7w a 27.

Neste texto, seguimos uma rota alternativa e, para de-
senhar o grafico da fungdo cosseno, usamos a relacéo:

cos(a) = sen (g - a) . (1)

Como podemos perceber isso? Considerando um tridn-
gulo retangulo qualquer, se um de seus angulos nao retos
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Figura 5: grafico de seno de —10 a 10.

tiver medida x, o outro terd medida T — z. Como o ca-

teto adjacente a a é o cateto oposto zi 3 — z, temos que
cosx = sen (g - x) Apesar de a argumentacdo acima s6
funcionar para 0 < a < /2, é possivel provar que a equa-
cao também ¢é valida para qualquer x real. Deixamos
como exercicio analisar o que acontece quando x pertence
a cada um dos outros quadrantes, usando redugoes de x
ao primeiro quadrante.
Agora, para todo arco «, vale que

sen(—a) =sen(a) e cos(—a) = cos(a). (2)

Realmente, suponha que, partindo de (1,0) e percor-
rendo um arco de medida «, paramos no ponto P = (z,y),
de forma que sen(a) = y e cos(a) = x. Perceba que per-
correr o arco —« significa percorrer o no sentido oposto.
Ao fazermos isso, pararemos no ponto P’, simétrico de P
em relagdo ao eixo-z. Logo, P’ = (z,—y), e temos que
cos(—a) = x = cos(a) e sen(—a) = —y = —sen(a).

De posse das relagdes (1)) e (2)), temos que

cos(z) = cos(—x) = sen (g - (—x)) = sen (x + g) .

Portanto, o grafico da fungdo cos(z) nada mais é do que
a translagao do grafico da fungdo sen(z) de § unidades
para a esquerda (veja os mddulos sobre funcoes), e é dessa
forma que a curva vermelha da Figura [6] pode ser obtida a
partir da curva azul da Figura

5 A funcao tangente

Como ja sabemos, a tangente de um arco x pode ser defi-
nida como a razao entre o seno e o cosseno deste arco, desde
que o cosseno seja diferente de zero. Também é possivel
visualizar a tangente usando o circulo trigonométrico.
Como’ antes, considere A = (1,0) e seja P um ponto
qualquer sobre o circulo trigonométrico; seja agora B o pé
da perpendicular tragada de P ao eixo-x. Agora, trace-
mos a reta perpendicular ao eixo-x passado pelo ponto A
(veja que; como essa reta é perpendicular ao raio OA, ela
é tangente ao circulo trigonométrico), e chamemos de C o

>
ponto de intersecdo da reta PO com tal reta. Veja que a
abscissa do ponto C' é igual a 1; vamos mostrar que sua

ordenada ¢ igual a tg(x). Primeiramente, mostremos que
o comprimento do segmento AC' é igual ao valor absoluto
de tangente de z, ou seja, AC' = |tg(z)].

Ccos

III

Na figura acima, consideramos o caso em que = esta no
primeiro quadrante, mas nao ¢ dificil verificar que um argu-
mento similar vale para os demais quadrantes. Veja que os
tridngulos AOC e BOP sao semelhantes, pois ambos sao
tridngulos retdngulos e possuem o angulo x em comum.
Entao, temos que:

AC BP

A0 BO
Substituindo AO = 1, BP = |senx| e BO = |cosz| na
igualdade acima, temos que

AC

——  |senz] ‘senx’ It 2
= = = xZ|.
|cos z| &

cosx

Continuando, observe que, quando o ponto C' esta acima
do ponto A é porque P estd no quadrante I ou III; neste
caso, temos que tg(z) é positiva, pois sen(z) e cos(z)
possuem o mesmo sinal. Da mesma forma, quando C'
estd abaixo de A, temos tg(z) é negativa, pois P estd
no quadrante II ou IV. Por conta disso, chamaremos a
reta que contém o segmento AC de eixo das tangentes.
Note que, quando x = 7/2, o valor de tg(z) nao estd
definido. Isso segue tanto porque a reta que passa por
(0,0) e (0,1) (este tltimo ponto correspondendo a P quando
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Figura 6: gréafico de cosseno de —10 a 10.
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Figura 7: grafico da tangente no intervalo de —5m/2a 5m/2.

x = 7/2) ndo intersecta o eixo das tangentes, quanto por-
que tg(z) = sen(x)/ cos(z) se cos(x) # 0, mas cos(w/2) =0
(logo, ndo podemos realizar uma divisdo por zero).

De forma geral, sempre que cos(z) = 0 o valor de tg(z)
nao esta definido. Isso acontece precisamente quando x =
7 /2+km onde k é um ntimero inteiro: quando k é par temos
um arco congruente a 7/2 e quando k-é fmpar temos um
arco congruente a 3w /2.

De posse dos comentarios acima e de modo andlogo as
secOes anteriores, para construir o grafico da tangente o
que precisamos observar é o.deslocamento do ponto C em
relacdo ao eixo-z, a medida que P se move sobre o circulo
trigonométrico.

Aqui, é mais conveniente comecar com z sendo um nu-
mero negativo um-pouco maior que —m /2 (veja que quando
x = —7/2 o valor de tg(z) néo estd definido). Neste caso,
o ponto C estard muito abaixo de A, de modo que tg(z)
serd um nfiimero negativo de grande valor absoluto. A me-
dida que x aumenta de —7/2 até 7/2, o valor de tg(x) s6
aumenta, passado por 0 quando x = 0 e crescendo inde-
finidamente quando z se aproxima de 7/2. Mais ainda,
observe que, quanto mais préximo z estiver de —m/2 ou
de 7/2, mais rapidamente C' se movimentard. Além disso,
ao contrario das fungdes seno e cosseno, o valor de tg(x)
nao é limitado a um méximo (nem a um minimo). Entdo,
quando x = 7/2 o valor de tg(z) néo estd definido. Re-
pentinamente, para x um pouco maior que 7/2, o valor de

tg(x) volta a ser negativo e grande em mdédulo e o processo
se repete, sempre em intervalos de comprimento 7.

Com as observagoes acima, podemos construir o grafico
da funcao tg(x) (veja a Figura [7)).

A concluséo é que a funcao tg(x) possui periodo 7 (em
contraste com as fungbes seno e cosseno, que possuem pe-
riodo 2m).

Dicas para o Professor

Nesta aula, passamos a interpretar sen e como cos como
funcoes que possuem como dominios o conjunto de todos
os nimeros reais, no lugar de apenas arcos entre 0 e /2.
O material aqui reunido pode ser apresentado em dois en-
contros de 50 minutos, desde que os alunos tenham boa
familiaridade com o conceito de fun¢ao e com o circulo tri-
gonométrico. Caso contrario, recomendamos uma revisao
dos moédulos correspondentes.

A referéncia [1] desenvolve os rudimentos de Trigonome-
tria necessdrios a aplicagoes geométricas. A referéncia [2]
traz um curso completo de Trigonometria.
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