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Nesta aula, apresentaremos uma variedade de exemplos re-
lacionados & nogao de fun¢ao continua, enfatizando o Teorema,
do Valor Intermedidrio (TVI).

1 Exemplos

Exemplo 1. Se f:[0,1] — [0,1] € continua, sabemos que o
grdfico de f deve intersectar a diagonal x = y. Mostre que o
grdfico de f também intersecta a outra diagonal (do quadrado
[0,1] x [0,1]) 2 +y = 1.

12 Solugdo. O gréfico de f intersecta a diagonal x +y =1
se, e 86 se, vale f(x)+ 2 =1 para algum z € [0,1]. Definindo
a fungdo continua g : [0,1] — [0,1] por g(z) = f(1 =), vemos
que f(z) = g(1 — z) e, portanto, a condi¢ao f(z) +z =1
equivale a g(1 —z) =1 — .

Como o gréfico de g intersecta a diagonal z = y, num
ponto de abscissa zg € [0,1], digamos, segue que g(zg) = xo,
ou seja, g(1 —x1) =1 — zy, sendo 21 = 1 — x¢ um ponto de
[0,1].

Pelo argumento acima, vemos que f(z1) +z1 = 1, de
sorte que (x1,f(x1)) éum ponto da intersecdo do grafico de
f com a diagonal x + y = 1. O

22 Solugao. Seja ¢ :[0,1] = R a func¢do continua definida
por ¢(x) = L= x — f(x). Afirmamos que ¢ possui algum zero,
ou seja, vale ¢(c) = 0 para algum c € [0,1].

De fato, temos ¢(0) =1 — f(0) > 0e ¢(1) = —f(1) <0.
Se qualquer uma dessas desigualdade for uma igualdade, segue
a afirmacao. Caso contrario, teremos ¢(0) > 0 > ¢(1) e o
TVI garante a existéncia de ¢ € [0,1] tal que ¢(c) = 0.

Portanto, f(¢)+c¢ = 1e o grifico de f intersecta a diagonal
r+y=1 O

Exemplo 2. Seja f : R — R uma funcdo continua tal que
f(f(x)- f(z) =1, para cada z real. Sabendo que f(1000) =
999, calcule f(500).
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Solugdo. A ideia do problema é simples: restrita a imagem,
f coincide com a fungdo reciproco. De fato, se y = f(z), entdo

F@) v =1(f@) f@) =1 f(y) = ;

Assim, podemos calcular qualquer valor f(y) desde que y €
Im(f). Alids, pelo TVI, a tltima pertinéncia serd verdadeira
se y for um valor intermediario de f.

Pois bem, como 999 é um ponto da imagem, vale f(999) =
1/999. Sendo 1/999 = f(999) < 500 < f(1000) < 999, segue
do exposto que 500 € Im(f), de sorte que f(500) =1/500. O

Exemplo 3. Sejam I um intervalo e f,g : I — R func¢ies
continuas. Se f(x) # g(x), para todo x € I, prove que f < g
ou f > g.

Solugao. Argumentemos por contradicdo. Negar as relacoes
“f <g”e“f > g” significa assumir a-existéncia de pontos
a,b € I satisfazendo f(a) > g(a), f(b) < g(b). Pela condigao
f(@) # g(x),x € I, segue que f(a) >g(a) e f(b) < g(b).
Assim, a funcdo h: I — R, dada por h(z) = g(x) — f(x),
¢ continua e admite 0 como valor intermedidrio, pois h(a) <
0 < h(b). Pelo TVI, existe ¢ € (a,b) tal que h(c) = 0, ou seja,
f(e) = g(c), contradizendo a hipStese. O

Exemplo 4. Seja f +R — R uma func¢do continua satisfa-
zendo, para.todo x-real, a relacdo

f@)fx+2)+ fz+1)2=0.

Mostre que a equacdo f(x) =0 admite infinitas solugdes.

Solucao. Basta mostrar que, para cada a € R, o intervalo
[a,a + 2] contém alguma solugéo z, de f(x) = 0. Realmente,
se assim for, entdo z1 < x4 < 7 < ... < X143, < ... SErd
uma sequéncia infinita de solugtes de f(z) = 0.

Para o que resta, devemos notar que

fla)fla+2)=—fla+1)><0
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para todo a € R. Se f(a) =0 ou f(a + 2) = 0, acabamos.
Caso contrario, vale f(a)f(a+2) < 0, ou seja, f(a) e f(a+2)
tém sinais contrarios, o que implica dizer que 0 é um valor
intermediario de f. Pelo TVI, existe z, entre a e a + 2 com
f(zs) = 0. O

Exemplo 5. Dados n numeros reais x1,xs, . .. £y no intervalo
[0,1], mostre que existe zq € [0,1] tal que

n

|xo — 1|+ |xo — @2+ + |To — Tp| = 5

Solugao. Defina a funcéo continua f : [0,1] — R por

f(@) =z =z + o — o + -~ ]z — @l

Precisamos mostrar que f(xo) = n/2 para algum ponto
no intervalo [0,1].

Se f(0) =21 + 22+ - -+, = n/2, acabamos (basta por
xo = 0). Caso contrério,

F) =0 =)+ (1 —22) +--+ (1 —zn) =n— f(0)

também ¢ diferente de n/2. Assim, a igualdade f(0)+ f(1) =
n impede que tenhamos. f(0),f(1) < n/2 ou f(0),f(1) > n/2,
de sorte que

f(0)<n/2< f(1) ou f(0)>n/2> f(1).

Em qualquer caso, n/2 é um valor intermediério de f. Pelo
TVI, existe zp € (0,1) com f(xg) = n/2, que é a conclusdo
desejada. O

Para o que segue, dizemos que Y C X é denso em X se,
dado = € X e fixada uma margem de erro arbitraria € > 0,
existe y € Y tal que |z — y| < e. Equivalentemente, Y é
denso em X se a “fun¢do distdncia a Y7 (veja o enunciado
do exemplo |§| e a discussdo que o precede) se anula em X.

Por exemplo, Q é denso em R, uma vez que todo real pode
ser aproximado por racionais tdo bem como desejarmos (basta
truncar sua representacdo decimal); também, o conjunto R\ Q
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dos irracionais é denso em R. Com efeito, dados = € R e
g > 0, existe algum racional r satisfazendo |(z —v/2) —r| < ¢,
ou seja, |r — s| < &, em que s = r + /2 ¢ irracional.

Se Y C R e z é um ntmero real, define-se a distancia
d(x,Y’), do ponto z ao conjunto Y, como o infimo das distan-
cias de x aos pontos de Y, ou seja,

d(z,Y) = nf{|z —y[; y €Y}

Note que d(z,Y’) = 0 sempre que = € Y. Por outro lado,
pode ocorrer de d(z,Y") ser nulo sem que x pertencaa Y. Por
exemplo, d(0,(0,1)) = 0. Na verdade, a igualdade d(z,Y) =0
significa que existem pontos de Y arbitrariamente préximos
de z. Assim, d(z,Q) = 0 para todo x real, uma vez que Q é
denso em R.

Exemplo 6. Fize Y C R. Mostre que a_“funcdo distancia a
Y 7, isto é, a funcdo [ : R — R definida por f(x) = d(z,Y),
é continua.

Solugao. Mostremos que

[f(2) = f(y)] = ld(z,¥) = d(y,Y)| <[z -y (1)

para quaisquer reais « e y. Uma vez feito isso, a desigualdade
acima implica a limitagao das taxas de variacdo média da
funcao f, de onde segue sua continuidade, de acordo com o
exemplo 12-da aula Continuidade em um ponto - Parte II1
desse modulo.

Se provarmos que

d(I7Y) - d(y,Y) < |‘T - y‘7 (2)
uma inversdo nos papeis de x e y fornecerd a desigualdade
d(y,Y) - d(l‘,Y) < |aj - y‘v

sendo que essas desigualdades equivalem a .
Para estabelecer , basta mostrar que

dz,)Y) <l|zr—y|+dyY)+e
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para quaisquer z,y € Ree >0 E

Ora, dado ¢ > 0, a defini¢ao de d(y,Y) garante que o
ntmero d(y,Y) + ¢ ndo pode ser cota inferior do conjunto
das distancias |y — a|,a € Y (pois d(y,Y) ja é a maior delas).
Portanto, existe algum z¢ € Y tal que |y — xo| < d(y,Y) + ¢,
de sorte que

d(z,Y) < |z — x¢]
<z =yl + [y — o
<l —yl+dyY)+e,
como desejado. O
Exemplo 7. Dado a € R, sejam
Go = {m+na|mmneZ}

e f a fungdo distincia a G, (faca Y = G, no exemplo
anterior).

(i) Mostre que f € periddica e que 1" e v sdo periodos.

(i4) Se o é irracional, conclua o lema de Kronecker: G, é
denso em R.

Solugao. Fixemos um ntmero real x e sejam
A={lr—al; a€ G,},
o conjunto-das distancias de z a pontos de G, e
B:={|(x+1)—al;a€G,},

o conjunto das distancias de z + 1 a pontos de G,,.

Escrevendo a = m+na, com m,n € Z, vemos que a — 1 =
(m—1)+naea+1=(m+1)+na pertencem a G,. Dal, as
igualdades |[z—a| = |[z+1—(a+1)| e |(z+1)—a| = |z —(a—1)|
mostram, respectivamente, que A C B e B C A, isto é,
A = B. Portanto,

flz+1)=inf B=inf A = f(x)

1Fazendo € — 01 nessa desigualdade, obtemos .
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e 1 é um periodo de f.

Substituindo 1 por @ no argumento acima, algumas poucas
modificagdes dao f(z + «) = f(x), de sorte que « também é
um periodo de f.

Para o item (ii), basta repetir o argumento do exemplo
26 da aula Continuidade em um ponto - Parte III. Com
efeito, f deve ser constante. Caso contrario, o fato de f ser
continua e peridédica implicaria a existéncia de um menor
periodo positivo T', sendo qualquer outro periodo de f um
multiplo inteiro de T (vide teorema 25 da aula citada). Daf,
existiriam inteiros nao nulos m,n tais que a = m7T,1 = nT
e, portanto, @ = m/n, contradizendo a hipdtese de que « é
irracional.

Como f é constante e f(1) = 0 (pois.1 € G,), segue
que f é identicamente nula. A densidade de G4 é, agora,
imediata. Fixados x real e uma margem de erro ¢ > 0, a
relacdo f(z) = d(z,G,) = 0 garante que £ nao é cota inferior
do conjunto das distancias de x a pontos de G,. Portanto,
existe y € G, tal que |z — y| <e. O

Exemplo 8. Scja ¢ : R — R uma funcdo continua tal que
lim L(x) =0= lim L(m)

r——oo. ™ r—+o00 "

Prove que:

(a) Se n for impar, entio existe um ponto xg tal que xj +

P(x0)=0.

(b) Sen for par, entdo existe um ponto yo tal que y§+o(yo) <
2" + ¢(x) para todo x.

Solugdo. Seja f : R — R a fun¢do continua definida por
f(z) = 2™ + ¢(x). Se n for impar, entdo ™ — —oo quando
r — —o00, de modo que

lim f(z) = lim x”<1+¢(x)>

T——00 T——00 x"

=(—00) - (14+0) = —o0.
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Se n for par, entdo £ — 400 quando z — —oo e um calculo
analogo da, nesse caso,
lim f(x)=+oc.

T—r—00

Por outro lado,

lim z" = +o0,
xr——+00

para todo n, de onde segue a relagao

A /() = oo

Para estabelecer o primeiro item, sendo n impar, observa-
mos que o conjunto imagem de f é um intervalo (por que?)
ilimitado inferior e superiormente, de acordo com os limites

lim f(z) = +£o0.

T—Foo
Assim, Im(f) = R, ou seja, f & sobrejetora. Em particular,
0 é um ponto da imagem, o que permite escrever 0 = f(xq)
para algum z( real. Logo, zf + ¢(z¢) = 0.
Quanto ao segundo item, temos

lim f(z) = +oo.
z—Foo

Dad, pela definigao de limite, existe A > 0 tal que
2| > A= f(z) > f(0).

Por outro lado, o teorema dos valores extremos garante a
existéncia de um ponto de minimo gy da restricdo de f ao
intervalo [—A,A].

Afirmamos que yg é ponto de minimo global. Com efeito,
dado um real z, a desigualdade f(x) > f(yo) ja vale caso x
pertenca a [— A, A]. Caso contrério, |x| > A e, pela implica¢ao
acima, f(z) > f(0). Sendo f(0) > f(yo), vemos que |z| >
A= f(z) > f(yo), justificando a afirmacio.

Portanto, para cada real z,

Yo +d(yo) = f(yo) < f(z) = 2" + é(z),

encerrando a demonstracao. O
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Exemplo 9. Se I ¢ um intervalo, mostre que nao existe
funcdo continua f : I — R assumindo cada um dos seus
valores exatamente duas vezes.

Solugao. Suponhamos que uma tal funcao f exista. Entao,
nenhum ponto a interior a I pode ser extremo local para f.
Caso contrario, supondo que a seja um ponto de maximo
local (o caso em que a é ponto de minimo local é similar),
existiria 0 > 0 tal que [a —d,a+d] C e

f(z) < f(a) para todo x € [a — d,a + 4.

Se b for o outro ponto de I tal que f(b) = f(a), entao,
diminuindo § se necessério, podemos supor que b & [a—0d,a+4].
Portanto,

x €la—da+d],z#a= flx)<f(a).

Se m := max{f(a —9),f(a+9)}, entdo m < f(a) e, dai,
segue que L := (m + f(a))/2 é um valor intermedidrio de f
sobre cada um dos intervalos [a — §,a], [a,a + ¢]. De fato,

m+ f(a)

fla=8).f(a+8) <m< "

=L < f(a).

Do mesmo modo, s¢ b < a — § (resp. a+ 0 < b), entdao L
também é um. valor intermediario de f sobre [b,a — 8] (resp.
[a + 4,b]). Em particular, pelo TVI, o valor L seria assumido
pelo. menos trés vezes, contradizendo a hipotese.

Por outro lado, a condi¢ao imposta sobre f permite tomar
¢ <dem I tais que f(c) = f(d), sendo f néo constante em
[c,d]. Logo, o teorema dos valores extremos garante que f|jc ]
assume um valor minimo ou maximo em um ponto a interior
a [c,d]. Entdo, a seria um ponto de extremo local de f, o que,

como vimos acima, é impossivel.
O

Se I,J C R, dizemos que uma funcao f : I — J é um
homeomorfismo entre I e J, ou simplesmente um homeomor-
fismo, se f é uma bijecdo continua cuja inversa f=!:J — I
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também é continua. Nesse caso, é claro que f~!' é um home-
omorfismo entre J e I. Além disso, uma vez que a composta
de bijegoes (resp. de fungdes continuas) é uma bijegao (resp.
uma fungdo continua), concluimos que a composta de homeo-
morfismos ainda é um homeomorfismo.

Por exemplo, toda fungdo afim nao constante é um home-
omorfimo entre R e R. A fung¢éo exponencial é um homeo-
morfismo entre R e (0, + 00). Também, a regra f(z) = 2",
em que n # 0 é um inteiro fixado, define um homeomor-
fismo entre (0, + o) e (0, + o0). Em particular, a funcéo
h:R — (0,4 00), definida por h(z) = €2*=3, é um homeo-
morfismo, pois é a composta dos homeomorfismos f : R — R,
dado por f(x) =2z —3, e exp: R — (0, + 00).

Um critério util é o seguinte: se I for wm intervalo e f :
I — R for continua e injetiva, entdo f € um homeomorfismo
entre [ e J = f(I) (que também é um intervalo, pelo coroldrio
2 da aula anterior). Além disso, f é estritamente mondtona.
Essa tiltima afirmacio e a continuidade da inversa f~! seguem,
respectivamente, do exemplo 15 e do teorema 12 da aula
passada.

Exemplo 10. Considere a ciibica f(z) = 23 + bx? + cx + d.
Se b% < 3¢, mostre que-f define um homeomorfismo entre R

e R.

Solugdo. Sejams(z) = 32?+2bx+c,z € R. De acordo com
a aula Funcoes Racionais, no moédulo Leis do Limite - Parte
2, mys(x) éa inclinacdo da reta tangente ao grafico de f no
ponto (z,f(x)). Pelo exemplo 10 da mesma aula, se my for
positiva em um certo intervalo I, entdo a fungdo f deve ser
crescente no intervalo fechado de mesmos extremos que 1.

Pois bem, my é uma funcdo quadratica com discriminante
nao positivo, pois

(20)2 —4-3-¢c <0< b* < 3¢,

sendo verdadeira a tltima desigualdade por hipétese. Assim,
my¢ > 0. Mais precisamente, se xy for o ponto de minimo
global de my, sabemos que essa funcdo é positiva nos interva-
los abertos (—o0,x9) e (zg, + 00), de modo que f é crescente
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em cada um dos intervalos fechados (—oo,z¢] e [xg, + 00), ou
seja, f é crescente. Pela discussao anterior ao exemplo, f é
um homeomorfismo entre R e sua imagem f(R).

Para finalizar, basta mostrar que f é sobrejetiva, isto é,
f(R) = R. Mas isso segue da observagdo que antecede o
exemplo 3 da aula anterior, qual seja, toda func¢do polinomial
de grau impar é sobrejetora. O

Exemplo 11. Seja g : R — R uma funcdo continua. Se
g™ =1d, em que g™ é a composicio de n fatores iguais a
g (e ¢ = g por defini¢do), mostre que g é uma_ involugdo,
ou seja, ¢¥ = 1d. Além disso, mostre que toda involug¢do
(continua) € a identidade ou € decrescente.

Solugéo. Como ¢("~ Yo g = ¢ = go gV "a condicio
g™ = 1d pode ser traduzida como “g éinvertivel e sua inversa
é g7 (em particular, g é um homeomorfismo). Dai, g é
estritamente mondtona e, certamente, h := ¢(2) é crescente.
Observe que h satisfaz a mesma condi¢do que g, pois

W =(gog)o---o(goyg)
:g(”) og(") =Idold = Id.

Afirmacdo: h = Id (e, portanto, g(®) é a identidade).

Com efeito, digamos que fosse h(x) > x para algum x
real. Logo, o fato de h ser crescente implicaria

) () = h(h(x) > h(x),

W(x) = h(h*(z)) > h(h(x)) = h®(x)
e assim por diante, conduzindo ao absurdo

z<h(z) <hP(z) < - <h™(z) ==

Do mesmo modo, nao é possivel que tenhamos h(x) < x, para
um certo x, ou seja, vale a afirmacao. [

Perceba que o argumento acima mostrou que as condigdes
“n(") =1d” e “h é crescente” implicam a relacdo h = Id. Dai,
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qualquer involugao continua de R em R hé de ser a identidade
se for crescente. Se nao for crescente, sua monotonicidade
estrita obrigard que seja decrescente. O

Exemplo 12. Para cada ¢ € (0,1) mostre que existe um dnico
f(c) € (0,1) tal que /9 = f(c). Além disso, prove que
a fungio induzida f : (0,1) — (0,1), =/®) = f(x), é um
homeomorfismo crescente.

Solugdo. Fixado ¢ € (0,1), a regra g(x) = ¢* — x define uma
fungdo continua g : R — R de tal modo que

g(0)=1>0>c—1=g(1).

Pelo TVI, existe f(c¢) € (0,1) satisfazendo ¢f(©) — f(c) =
g(f(c)) = 0, como desejado. Para ver que f(¢) é tnico,
basta notar que g é injetiva, o que segue do fato de g ser
decrescente, pois é a soma da exponencial de base ¢ com o
oposto da identidade, duas fun¢ées decrescentes.

Agora, vejamos que f é crescente. Para isso, note que a
expressao y*, com 0 <y <1 e z > 0,¢é uma fungdo crescente
da variavel y e uma funcao decrescente da variavel z. Desse
modo, afirmamos que

O<e<y<l= f(z) < f(y).
De fato, se fosse f(x)> f(y), terfamos
fy) =y @ > /@ > pf@ — f(g),

uma contradicao. Como, além de crescente, f é limitada,
fixado x¢ € (0,1) existe
L= lim f(x),
T—xo
com 0 < L < 1.
Fazendo x — x na igualdade f(z)-lnxz = In f(z), oriunda

de z/(*) = f(x) pela avaliacdo da funcio logaritmo natural
em ambos os membros, obtemos

L-Inxzg=InL,
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o que implica rf = L, ou melhor, L = f(x() por unicidade.
Provamos, assim, que f é continua. Além disso, o leitor pode
verificar, seguindo o raciocinio acima, que

lim f(@)=0 ¢ lm f(@)= 1. 3

Por exemplo, se L = lim, .o+ f(x), um nimero nao negativo,
fosse nao nulo, o argumento acima mostraria que

InL=L-lim lnz=1L(—)=—oc0,
z—0t

o que é absurdo.

Os limites em mostram que f((0,1)), um-subintervalo
de (0,1), é o préprio (0,1). Portanto, f : (0,1)— (0,1) é uma
bijecdo continua cuja inversa é, necessariamente, continua
(vide exemplo 15 da aula anterior). Portanto, f é um homeo-
morfismo. O

Exemplo 13 (OBMU/2022, Problema.1). Dado 0 < a < 1,
determine todas as fungées f : R =R, continuas em x =0 e
tais que f(z) + f(ax) = x, para todo x real.

Solugao. Fazendo z = 0 na equacdo funcional, vem que
f(0) + f(0) = 0, de sorte que f(0) = 0. Agora, vamos
calcular, de dois modos, a soma telescépica

n—1

> (=D (f(a'z) + f(a't'a)).

i=0
Por um lado, essa soma é
(f(2) + flag)) — (flaT) + fra*T)) + -
+ ()" (fa2T) + fla"e))
= f(2) + (=)' f(a"z).

Por outro, utilizando a equacao funcional, ela também vale

n—1 n—1
Z(—l)iaim =z z:(—a)Z
=0 =0
1 S n
R el G0
1+a
http://matematica.obmep.org.br/ P.12

matematica@obmep.org.br



em que, na ultima igualdade, utilizamos a identidade

1_b7l

14+b4+.--+p 1 =
+b+ + 15

com b = —a. Portanto,

_ 1—(=a)”

"t = —— 71
fla) + ()" @) =
para todo x real e para cada n natural.

Sendo lim a® =0, pois0<a<1 ﬂ, seguem as-igualda-
xr——+00
des

; (4)

lim ¢"z =0= lim (—a)™.
n—oo n—oQ

Dai, como f é continua na origem, temos que lim f(a"x) =
f(0) = 0, de sorte que nan;O(fl)”*lf(a”x)anO. Assim,
fazendo n — oo na igualdade , vem que

1-0 T

f)+0= o o ey = T

Por fim, observando que a funcao linear z — 7 real-
mente satisfaz a equagdo funcional dada, concluimos que ela

¢é a unica solugao. O

Dicas para o Professor

O argumento que permitiu a prova do item (a) no exem-
plo[8]é, essencialmente, uma réplica do argumento utilizado
para provar que qualquer polindmio de grau impar admite
uma raiz real (vide aula anterior). E, como era de se esperar,
aquele resultado implica esse. De fato, dado um polinémio
(ménico) p de grau n, escreva p(z) = z" 4+ ¢(x), sendo ¢ um
polinémio de grau menor que n. Entao,

o(x)

lim =0
rz—+oo M

2Vide relagdo (13) da aula anterior.
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e as hipdteses do exemplo [8 se cumprem. Atentando ao fato
de que p assume o papel da fun¢do f na demonstracao daquele
exemplo, vemos que:

(i) se n for impar, entdo existe xo tal que p(zg) = zf +
xg) = 0, ou seja, zp é uma raiz real de p;
¢( 0) ) Ja, To b3

(ii) se n for par, entdo p admite um ponto de minimo global.

Mais geralmente, as mesmas ideias empregadas para esta-
belecer o item (b) no exemplopermitem o seguinte resultado:
se f: R —= R € continua e

entdo f admite um ponto de minimo global.

Os exemplos e |§| foram retirados-de [2], enquanto os
exemplos (adaptado) e |5| foram extraidos de [1]. Alids,
para uma aplicacio geométrica'de lema de Kronecker (exem-
plo|[7), confira o exemplo 3.36-da 1% referéncia.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetdo desse material.
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