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Concluimos, aqui, a discussao de exercicios relacionados
a regra da cadeia, discutindo mais alguns exemplos.

1 Exemplos

Exemplo 1. Seja f: R — R uma funcdo derivdvel, ndo iden-
ticamente nula e tal que

F@) ) = 1 (Va7 + ) (1)
parae quaisquer numeros Teais x,y.
a) Mostre que f é uma fungao par e que f(0). = 1.

b) Prove que existe uma constante k tal que f’(x) =2kx f(x)
e resolva a equacdo funcional nas condigoes dadas.

Solugdo. Como f ndo é identicamente nula, vale f(yg) # 0
para algum g real. Além disso, por continuidade, podemos
supor yo # 0 (isso serd util'no item b)). Logo,

@50 = {47 )
=1 (o)
— F-a)f ()

implica f(x) = f(—z) para todo z real. Assim, f é par e,
portanto,

F0)f (o) = (\/oz T ya) = Fwol) = F(wo).

de sorte que f(0) = 1.

Para estabelecer o item b), comecamos observando que
f é positiva. Com efeito, pondo z/v/2 no lugar de z e y na
equacao , vem que

1) = 1 (Viarvae + @vee) = 1 (s1v2) 20
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Assim, basta mostrar que f nunca se anula para concluir sua
positividade.

Da relacdo f(z) = f (a:/ﬂ)Q, obtida acima, com x/v/2
no lugar de z, segue que f (z/v/2) = f(z/2)* e, consequente-
mente, f(z) = f(z/2)* para todo z.

Se f(xo) fosse nulo para algum real zg, valeria f(z¢/2)* =
f(xzo) = 0, de sorte que f(zp/2) = 0. Argumentando por
inducdo, é facil provar que f(xo/2") = 0 para todo n natural.
Entéo, fazendo n — +o00, terfamos f(0) = 0, contradizendo
f(0) = 1. Portanto, f é positiva.

Supondo y # 0, derivamos a relac¢do (1)) em relagdo a
com auxilio da regra da cadeia, obtendo

xf’ (s/x2+y2)
"(z = —— 2
f'(@)f(y) NGRS (2)

A igualdade pode ser reescrita na forma
raw [ TWEF )
T /2 + y2

para quaisquer x,y # 0 ou, invertendo os papéis de z e y,

rpfw) I (VEEE)
y Nz

desde que x, y sejam nao nulos.
Segue das ultimas duas igualdades que

f@)fy) _ fy)f(x)

4 Y

Y

ou seja,

F@yfly) = f'yzf(e),
relacdo valida mesmo se algum dos ntmeros x ou y for nulo,

pois f/(0) = 0. (Por que? E[)

1Basta fazer x = 0 em ou notar que, sendo f uma funcdo par, f’
é {mpar.
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Fazendo y = yo na equagdo funcional anterior e lembrando
que Yo, f(yo) sdo diferentes de 0, chegamos a

_ f/(yo)
Yof(yo)

para k = f'(yo0)/(2y0.f(y0))-

Dessa forma, a igualdade

A f(@) _ f'@) _y  dlke?)

dx f(x) dx

f'(x) ~xf(x) = 2k f(x),

permite escrever In f(x) = ka? + [ para todo o e uma certa
constante [. Avaliando essa relacdo em x = 0, obtemos
I =1Inf(0) —k-0% = 0, implicando In f(z) = ka?, x € R.

Pondo a = €*, segue que

f@) = = () = a

para todo x real.

Desse modo, concluimos que o conjunto-solucao da equagao
consiste das fungdes f : R — R do tipo f(z) = a"’”2, em
que a é um numero real positivo. O

Exemplo 2 (Putnam, 2005). Determine todas as funcgées
diferencidveis f.:(0,400) — (0,400) para as quais existe um
numero real positivo a tal que

f’(i) = % (3)

Solugao. Trocando z por a/x na equagao funcional , vem
que

para todo x > 0.

ron a
f (‘r) aif(a/l‘) )
ou seja,
1 zf'(x)
fafn) W
http://matematica.obmep.org.br/ P.3

matematica@obmep.org.br



Multiplicando membro a membro a relagao pela igualdade
anterior, obtemos

[lafe) _ ['a) «*
fafr) ~ f@) @

Pondo g := Inof, segue que ¢’ = f'/f, o que permite rees-
crever a relacdo acima na forma

g'(a/x) = 2%g(x)/a

ou, ainda, /
ag'(x/a
g(z) - g ;2/ ) —0.
Pela regra da cadeia, observamos que o primeiro membro da
igualdade anterior é a derivada da fungao z > g(z) + g(a/x),
de onde segue que tal func¢do é constante, digamos g(z) +
g(a/x) = K, para todo z > 0 eum certo K € R. Portanto,

n(f(z) - fa/z)) = I f(z)+In f(a/z)
=9(x) +g(a/z) = K,
isto é,
f@)fla/r)y =L :=e", Vz>0.
Substituindo 1/ f(a/x) = f(x)/L na relagao (@), chegamos

/@) o)
L a
=R (@) o
’ o f, r) g
90 =5 =

Note que, na ultima igualdade, o 2° membro é a derivada em
x da funcdo (a/L) - In. Portanto, existe uma constante M tal
que g(z) = (a/L)Inz + M para todo = > 0.

Escrevendo M = In N, para algum real positivo NV, vem
que

Inf(z) = g(z) =zl + In N = In(Nz¥/ %),
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de onde se conclui que f(z) = Nz para todo z > 0.
Derivando, obtemos f'(z) = (Na/L)z(*/1)~1 de modo que
xf'(z)f(a/x) = a implica

d(N?/Lya"" = d . N =+/La—o/L.

Indicando a razao a/L por b, concluimos que as solugoes
da equagao funcional dada sao as func¢oes da forma

b
af x
)=/ —],
I \fb(ﬁ )
em que a e b s3o ntimeros reais positivos quaisquer. O

Exemplo 3. Determine todos os polinomios.com coeficientes
inteiros f, g tais que

fg(2)) = 22954 22 + 1.
Solucgao. Pela regra da cadeia; temos
F(9(2))g (#) = 2025227 4 2. (5)

Afirmagio. f’ ou ¢’ é um polindémio constante.
Caso contrario,f'(g(z)) e ¢’'(x) seriam polindmios de
graus maiores que 0, digamos

flo@) => aia' e g'(x)=> bjal,
i=0 j=0

comTr,s > 1.

Comparando coeficientes em , obteriamos agby = 2, de
modo que ag = £2, by = £1 ou ag = £1, by = £2. Supondo,
sem perda de generalidade, ag = 42, cada a; deveria ser
par. Realmente, se algum dos inteiros aq, ..., a, fosse impar,
poderiamos tomar o primeiro deles com essa propriedade,
digamos a,,, em que 1 < m < r. Dal, observando que o
termo de grau m em 202522024 4 2 é nulo, chegarfamos a

apbm 4+ a1bm—1 + -+ am_1b1 = —ambo = Fan,
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uma igualdade impossivel, haja vista que o primeiro membro
é par (pois ag,...,an—1 sd0 pares), enquanto o segundo
membro é impar.

Por outro lado, se todos os coeficientes do polindmio
1'(g(x)) fossem pares, o mesmo se poderia afirmar dos coefi-
cientes do polinémio produto

f'(g(x))g' (x) = 20252*°** + 2,
o que é evidentemente falso.

Com a afirmagio justificada, devemos ter f(z).=ax+b
ou g(z) = ax + b, em que a,b € Z, a # 0.

Se f(x) = ax + b, entdo () dé ag’(x) = 202522924 42, de
sorte que a é um divisor comum de 2025e 2, ou seja, a = +1.
Logo, f(r) = +x + b e, dai, g(z) = £(2?°?° 422+ 1 - b).

Da mesma forma, se g(z) = ax + b), entdo a = +1, logo,
g(x)=Fx+be f(x)= (o F )22+ 2(r Fb) + 1.

Portanto, as solugdes sdo os pares

flxy=24+0b, g(x)=2"*422+1-b,

fl@)=—z+b, gle)=—(2"" 422 +1-0),

fl@)= (@ =0+ 2x-b)+1, g(x)=2+b,

f@)=(—z 402 4 2(—x+b)+1, g(x)=—-x+b,
em que b é um inteiro arbitrario. O

Exemplo 4. Uma funcao f é dita de Mobius se sua regra

tiver a forma
ar +b

para certos numeros reais a,b, c,d, com ad — be # 0. Quando
c=0, f éuma fungio afim (nio constante). Caso contrdrio,
o dominio mazimal de f € a reunido dos intervalos (—oo, —d/c)U
(—d/c,+00).

Se f é uma funcdo de Mdbius, mostre que

2f/ . f/// _ 3(f//)2

0. (6)
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Reciprocamente, se I for um intervalo, f : I — R for
trés vezes derivdvel, com derivada ndao nula em cada ponto, e
2f" - f" —3(f")? =0, prove que f é uma fungdo de Mobius.

Solugao. Sendo f uma funcdo de Mébius e £ um ponto de
seu dominio maximal, temos

) = a(cx +d) — (ax+b)c  ad—bec
B (cx + d)?  (ex +d)?’
Dai, seguem facilmente as relacgoes
no oy 2c(ad —be) mo  6c2(ad = be)
f (x) - (C(E + d)3 € f (J}) - (C(E + d)4
Portanto,
12¢%(ad — be)?
2 ! i —
Fa) @) = =S
_3 2c(ad = be)\*
7 (cx +d)3
= 3f"(x)%

Assim, f satisfaz (6]):

Reciprocamente, seja f : I — R uma funcao trés vezes
derivavel, satisfazendo @ e com derivada nao nula em cada
ponto de I. Pondo g :=1/f', temos a

Afirmac8o: g € constante ou g uma funcao quadrética.

Admitindo essa afirmagéo como verdadeira, segue que f’
é constante (e, dai, f é uma funcdo afim ndo constante, logo,
uma fungdo de Mobius), ou vale

f'@) =

para certas constantes reais a,b, ¢, com a # 0, e para todo
x € I. Nesse ultimo caso, seguem das regras de derivagdo as
igualdades

1
ax? +bx +c

f//(x) _ —(2&1’ + b)
(az? + bx + ¢)?
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() = 2(3a2z? + 3abx — ac + b?)
(az? + bz + ¢)3

Portanto, a relacao @ implica

4(3a%2? + 3abx — ac + b?) 3(2ax + b)?

(az? + bz + ¢)*  (ax? + bz + )’

de modo que

4(3a%x* + 3abx — ac + b*) = 3(2ax + b)?
= 12a*2? + 12abx + 3b?

para todo = € I. A conclusio é de que b = 4ac = 0, 0u seja,
azx® + bz + ¢ = (2ax + b)?/4a.
Dessa forma,

4a A d (_ﬁﬂ))
(2ax +b)2 dx ’

fiz) =

de onde segue a existéncia de uma constante k tal que f(x) =
k —2/(2az + b), ou seja,

_2ak:17+bk—2

flz)y= Yar b Vel (7)

Sendo
2ak - b — (bk — 2) - 2a = 4a # 0,

a relagao @ mostra que f é uma funcdo de Mébius.

Para encerrar a solugdo, precisamos demonstrar a afirma-
¢ao acima. Como sabemos, g serd uma funcao quadratica
desde que tenhamos ¢’ =0e g’ # 0.

Observe que f é, na verdade, quatro vezes derivavel, pois
a relacio f" = 3(f")%/2f" garante a diferenciabilidade de
1. Logo, g =1/f" é trés vezes derivivel.
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Com a relagdo (6) em mente, a identidade g’ = _(;/,;2
implica

g// B _f/// . (f/)2 _ 2(f//)2 . f/ _ _f/// . f/ _ 2(f//)2
(f1)* (f)?
- 3(f2”)2 . 2(f//)2 _ (f”)2
(f1)? 2(f1)%
Portanto,

g = Af" ()P =61 ()

A(f1)°
_ Qf/// . f// . f/ _ 3(f//)3
2(f)
. neoopl //2. f//
o f// _
=0 () 0.

Agora, basta notar que, se g ndo for constante, f' = 1/g
também nao serd, de sorte que-f” # 0; pelo cdlculo de g”
realizado acima, vemos que g” # 0. O

Exemplo 5. Se f.: T — R for trés vezes derivdvel, com
derivada nao nula em-cada ponto, a derivada schwarziana de
femaxzel, Df(x), édefinida como

) 3 (f”(x)>2 «
fia)y 2\ f(x)/)
Pelo exemplo anterior, f ¢ uma funcdo de Mdbius se, e
somente se, Df = 0.
Prove, nas hipdteses adequadas, a sequinte regra da cadeia
para a derivada Schwarziana:

D(fog)=(Dfog)-(¢9')* + Dy. (9)

Em particular, a composicao de funcoes de Mobius e a inversa
de uma funcdo de Mébius também sao funcgdes de Mobius EI

Df(x)

2Esses fatos também podem ser verificados diretamente.
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Solugao. Para organizar os cédlculos, a seguinte defini¢ao
sera conveniente. Se f : I — R for uma fun¢do nas hipoteses
do exemplo, seja hy : I — R definida como

f//
f

2
Afirmamos que Df = h’f — %f Com efeito,

= (In|f') =

LT S (e Ui S 0k
e (F7? 212
2

_ﬂ_ fl/
5 (02) (5)
ﬂ_i f// _

. (ﬂ) Dt

Por outro lado, utilizando a regra da cadeia,

hyog = (In|(fog)))' = (n|f o g-g'l)
= (] f| o g+Inlg)’
= (@lf] og) g + nlg)y
= (hyog)-g +hg.

Desse modo,
h2,
D(fog) = }og_ Log

2
= ((hyog) g +hy) — ((hfog) -29’ + hy)

= (Wyog)-(9)* +(hrog) 9"+

((hyog) g +hy)?
5 .

Expandindo o quadrado acima, obtemos
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Dicas para o Professor

A equagao funcional admite 0 mesmo conjunto-solucao
apresentado na resolugdo do exemplo[I}se supusermos apenas
que f é continua. Com efeito, os quatro primeiros paragrafos
da solugao do primeiro exemplo utilizam apenas a conti-
nuidade de f para mostrar que f é par, positiva e que
f(0) = 1. Definindo g.: R — R por g(z) = f(/z), se
x>0,eg(x)=1/g9(~x) se x <0, verifica-se facilmente que
g é continua, positivae g(z +y) = g(x)g(y) para quaisquer
nimeros reais z,y. Pelo exemplo 21 da aula Continuidades
Laterais e em wm Intervalo, do médulo Funcoes Continuas,
g € uma fungao exponencial, ou seja, existe a > 0 tal que
g(z) = a® para todo z real. Sendo f uma funcdo par, vem
que f(@) = f(Va?) = g(z®) = a®", como queriamo

Ainda sobre a equagao funcional , uma variagao dela
surge naturalmente em Estatistica, ao moderlarmos o expe-
rimento (suposto aleatdrio) de langamento de um dardo em
um alvo circular. A esse respeito, veja o material teérico da
aula “A Curva Normal” do médulo “Introducdo d Inferéncia

30bserve que, pondo z = y na equagio funcional e utilizando
mais uma vez o fato de que f é par, obtemos a equagdo funcional do
exemplo 10 da aula Regra da Cadeia - Exercicios - Parte II1.
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Estatistica”, do segundo ano do Ensino Médio e, para mais
detalhes, o apéndice A do capitulo 1 da referéncia [3].

Duas sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetido desse material.
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