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1 Sistemas de inequagoes com uma
variavel

Um sistema é um conjunto de equagodes ou inequagoes que
devem ser satisfeitas simultaneamente. Uma diferenca im-
portante entre inequagoes e equagoes se da quando que-
remos resolver sistemas de cada um desses tipos. Quando
temos um sistema com véarias equagoes, podemos usar, sem
restrigoes, tanto o método da adicdo quanto o da substi-
tuicdo para resolvé-lo. Por outro lado, para sistemas de
inequagoes esses métodos devem ser evitados. Se tivermos
duas inequagoes em diregdes opostas (por exemplo, uma do
tipo “>" e a outra do tipo “<”), ndo serd permitido soma-
las. Além disso, mesmo quando tivermos duas inequagoes
com o0 mesmo sinal, ao somd-las (o que, nesse caso, é permi-
tido) obteremos uma inequagdo verdadeira, mas podemos
perder informagdo. De outra forma, ao somar duas ine-
quacdes, o conjunto solucao da inequagao resultante pode
conter valores que nao sao solugoes do sistema original.

A fim de evitar esses erros, devemos adotar outras
técnicas para resolver sistemas de inequacoes.

Aqui, estudaremos apenas o caso mais facil, qual seja,
aquele em que todas as inequagdes do sistema envolvem
uma Unica variavel. Neste caso, s6 precisamos encontrar o
conjunto solugao de cada inequagdo separadamente e, em
seguida, fazer a intersecao desses conjuntos.

Exemplo 1. Em cada um dos itens abaizo, encontre todos
0s valores reais de x que satisfazem a inequacdo dada.

(a) 2 <2z < 3.
(b) 0<3—z<5.

Solucao.

(a) Observe que a expressio 2 < 2z < 3, em verdade,
representa duas inequacdes separadas, que devem Ser sa-
tisfeitas simultaneamente: 2 < 2z e 2x < 3. Escrevemos

isso como abaixo:
2 < 2x,
2r < 3.

A primeira inequagdo, 2 < 2x, equivale a 1 < x, pois divi-
dir ambos os lados por 2 nao altera o sinal da inequagao.
A segunda, pelo mesmo motivo, equivale a z < 3/2. Por-
tanto, para satisfazer ambas as inequacOes, devemos ter
1 < & < 3/2, ou seja, = pertence ao intervalo aberto
(1,3/2). Este intervalo é o conjunto solugdo procurado:

S=(1,3/2)={zreR:1<z<3/2}.

Observacgao: neste caso em particular, poderiamos ter
dividido por 2 simultaneamente ambas as inequagoes do
enunciado, obtendo diretamente a solugado:

2<2x<3<=2/2<x<3/2

Contudo, em inequagbes mais complexas, quase sempre
precisamos fazer operagoes diferentes com cada uma das
inequagoes. Portanto, em geral serd necessario trabalhar
com cada inequacgao separadamente.

(b) Como antes, escrevamos separadamente as duas ine-
quacoes:

0<3—uz,

3—x <5.

Usando a primeira inequacao, temos que:
0<3—z<=zx<3.
Para a segunda inequagao temos que:
J—r<hH<=3<Hh+tr<= -2<z.

Como essas duas inequagOes precisam ser satisfeitas
simultaneamente, segue que —2 << x < 3. Usando a
notacao de intervalos, o conjunto solugdo é S = (-2, 3].

Ainda em relagdo ao item (b), note que podemos repre-
sentar graficamente a solugcdo da seguinte forma: na pri-
meira linha, marcamos na reta real os valores de = que sa-
tisfazem a primeira inequagao (z < 3). Na segunda linha,
marcamos os valores que satisfazem a segunda inequagao
(x > —2). Porfim, na tltima linha, marcamos os valores
de z que satisfazem as duas inequagoes simultaneamente.

Veja que essa marcacao dos pontos na reta é bem diferente
da analise de sinal que vinhamos fazendo nos médulos an-
teriores. Realmente, ndo estamos marcando na reta quais
intervalos sao positivos ou negativos e nem estamos tra-
balhando com produtos de sinais. Estamos apenas mar-
cando os conjuntos de pontos que pertencem a solucao de
cada inequacgao e, depois, tomando a interse¢cao desses con-
juntos; de outra forma, o trecho marcado na ultima reta
corresponde ao trecho comum marcado em todas as retas
anteriores.

O

Exemplo 2. Em cada item, encontre os valores reais de x
que satisfazem o sistema dado:

z+3<3(z+4),
4dr > 5 — .

2z 412 > 0,
(b){

(a)

-3z —3>0.
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Solugao.
(a) Simplificando a primeira inequagio, temos as seguintes
inequagodes equivalentes:

r+3<3(x+4)
r+3<3x+12
—2r <9

:c>fg
3"

(Observe que, no ultimo passo, ao dividir ambos os lados
da inequagdo por —2 tivemos que inverter o sinal da desi-
gualdade.) Continuando, da segunda inequagéao do sistema
temos as inequagdes equivalentes

dr >5—=x
5x > 5
x> 1.

Assim, chegamos a duas restri¢cdes que devem ser satisfeitas
simultaneamente: z > —9/2 e z > 1. Como 1 > —9/2,
todos os x que satisfazem x > 1 também satisfazem = >
—9/2. Uma maneira simples de visualizar isso é marcando
as solugoes de cada inequacao na reta real e fazendo suas
intersecoes:

z>1 ‘ lom)
-9/2 |

x> -9/2 W

rz>1 : 1M

Assim, o conjunto solucao é
S=(lLoo)={zeR:z>1}
(b) Resolvendo a primeira inequacao, temos
20 +12>0 <= 2z > —-12 <= z > —6.
Agora, resolvendo a segunda temos
—3r—-3>0 <<= >3 <= z< -1

(Novamente, observe a mudanca de sinal na dltima de-
sigualdade acima, ao dividirmos ambos os membros pelo
namero negativo (—3).)

Dessa forma, para satisfazer o sistema, devemos satis-
fazer x > <1 e, ao mesmo tempo, x < —1. Mas isso é
impossivel, de modo que nédo existe valor para x que sa-
tisfaca o sistema. Assim, seu conjunto solugdo é o conjunto
vazio: S = {). O

Exemplo 3. Resolva, no conjunto universo dos nimeros
reais, o sistema de inequacoes abaixo.

(x—1)(z—3) <0,
(r —2)2 > 0.

Solugao. Como nos exemplos anteriores, vamos comecgar
analisando separadamente cada uma das inequagoes. A
primeira, (z — 1)(x — 3) < 0, é uma inequagdo produto.
J& resolvemos varias delas nos médulos anteriores. Caso
necessario, revise algumas dessas solucoes antes de prosse-
guir. Fagamos o estudo do sinal das fungoes f(x)=x—1e
g(x) = z — 3. Como essas fungoes sio lineares com o coefi-
ciente de x positivo, ambas sdo crescentes. A fungiao f(x)
é zero apenas quando x = 1, é positiva para x > 1 e nega-
tiva para < 1. Por sua vez, a fun¢do g(z) é zero quando
x = 3, é positiva quando = > 3 e é negativa quando z < 3.
Marcando as raizes 1 e 3 em wma mesma reta, podemos
analisar o sinal em cada intervalo determinado por estes
pontos. Veja o quadro seguinte:

R N
z—1 — @ + i + 1"
r —3 - E - (;) +
(z — 1)(z — 3) + C;) — C;) +
Sh 4M7

Adicionamos uma tiltima linha ao quadro, onde mar-
camos os pontos tais que (z — 1)(z — 3) < 0, ou seja, o
conjunto-solugdo da primeira inequagdo, S; = [1,3].

Vamos, agora, resolver a segunda inequacio: (z —2)? >
0. Lembre-se de que o quadrado de todo niimero real é nao
negativo. Assim, para qualquer valor de z, temos (z—2)? >
0. Dai, a tinica maneira de um real x ndo satisfazer a
inequacdo do enunciado é se (z—2)? = 0, ou seja, se z = 2.
Dessa forma, todo nimero real diferente de 2 satisfaz a
segunda inequagéo, e seu conjunto solugdo é Sy = R —{2}.

Finalmente, os valores de = que satisfazem o sistema
devem estar na intersecdo de S7 e S, dai, 1 <z < 3 e
x # 2. Equivalentemente, como 2 estd entre 1 e 3, devemos
ter 1 <x <2 ou?2<x<3. Assim, o conjunto-solugdo do
sistema é

S=25,N8,
= [1,3] —{2}
= [1,2) U (2,3]. O

Exemplo 4. Encontre o conjunto solucao do sistema a se-
guir em R:

—z(4—2x) >0,
1-2z)(1+2z)<0.
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Solugdo. Assim como no exemplo anterior, podemos re-
solver a inequagdo —z(4 — x) > 0 como uma inequacio
produto, analisando separadamente o sinal de —x e o sinal
de 4 — z. Em busca de uma solugao alternativa, podemos
observar diretamente que a funcéo f(z) = —x(4 —z) =
2% — 4z é uma funcdo quadratica que possui como raizes
os nimeros 0 e 4. Veja, ainda, que o coeficiente de z2 é
positivo, de forma que o grafico de f(z) é uma pardbola
com concavidade voltada para cima. Assim, a variacdo do
sinal de f(z) segue o seguinte esquema:

2% —4x
++:\Q g/++ i

0 — 0

Como o enunciado pede que —z(4 — x) = 2% — 4z seja
maior que zero, temos que x < 0 ou = > 4, ou seja, o
conjunto solu¢do da primeira inequagdo é o intervalo S; =
(—00,0) U (4, 00).

Considere, agora, a segunda inequagdo: (1—z)(1+z) <
0. Vamos analisar o sinal da fungéo g(z) = (1 — z)(1 + z).
Como g(z) =1-22eg(z) =0 2= —-louzx =1,
seu grafico é uma pardbola com concavidade voltada para
baixo, a qual intersecta o eixo horizontal nos pontos de
abscissas —1 e 1 (tente desenhd-lo). Dessa forma, g(z) <.0
quando x < —1 ou z > 1, e o conjunto solugao da segunda
inequagao é Sy = (00, —1] U [1,00).

Por fim, os valores de x que satisfazem o sistema séo
aqueles que satisfazem ambas as inequagoes, ou seja, tais
que estao na intersecdo de S; com Ss. Neste exemplo,
ajuda bastante desenhar os conjuntos S; e S5 na reta real.
Como nos exemplos anteriores, marcamos S; em uma reta
e Sy em outra, com o cuidado de que as coordenadas x
fiquem alinhadas de uma reta para outra. Entao, em uma
terceira reta, abaixo das duas primeiras, marcamos a in-
tersecao de Sy e So.

0 4
51 o5 ooy
1 AN |
$s bl
L\ LR

Percebemos que a solucao do sistema consiste dos valores
reais de z taisq que £ < —1 ou & > 4. Assim, o conjunto-
solugdo é

S=25N5
= (—o0, —1] U (4, 0). 0

Exemplo 5. Encontre todos os valores reais de x que sa-
tisfazem simultaneamente as inequacdes 2> —2x —3 >0 e
22 —-2<0.

Solugio. Primeiramente, vamos resolver cada inequagao
individualmente.

Sejam f(z) = 2% — 2z — 3 e g(z) = % — 2. Para resolver
f(x) > 0, encontramos primeiro as raizes de x> —2r—3 = 0,
que sao —1 e 3 (para mais detalhes sobre esse ponto, reveja
as aulas sobre equagdes de segundo grau). Vamos chamar
de S1 o conjunto dos valores reais de x que satisfazem
f(z) > 0. Como, f(x) é uma parabola com concavidade
voltada para cima, o quadro de sinais de. f(z) é como segue
(j& marcamos, na ultima linha do quadro, o conjunto Si):

2
8

+-otw
_|_

z® — 2z — 3 + 0 -
S M—Q\w

Agora, a fim de resolver a inequacao g(x) < 0,
comecamos notando que a equacao 2 —2 = 0 possui —v/2
e V2 como rafzes. O gréfico da fun¢éo g(z) também é uma
parabola com concavidade para cima. Logo, seu quadro de
sinais e o conjunto-solugio Sy de g(x) < 0 sao os indicados
abaixo:

V2 V2

} } 3 T
2?2 — 2 + 0 - 0 +
Sy 4(5»-*(:;7

Para finalizar, marcamos os conjuntos S; e Se em um
tinico quadro, observando que -V2<-1<+vV2<3. A
solucdo final, S, consiste dos intervalos marcados na linha
do quadro indicada com S5N.S,. Como nao temos interesse
em fazer produtos de sinais, para nao causar confusao é até
melhor omitir os sinais do quadro, indicando apenas quais
trechos fazem parte de cada conjunto. O resultado é o
seguinte:

oA SN
51 o | ]
A

S=50N8=(-Vv2,—1].

O
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2 Exercicios complementares

Nesta sec¢ao, reunimos mais alguns exercicios sobre siste-
mas de inequagoes.

Exemplo 6. Quantos niumeros inteiros satisfazem o sis-
tema de inequagdes a sequir?

x2—7m+6§0,
20+ 1> x4+ 5.

Solugao. Resolveremos o sistema como de costume, en-
contrando seu conjunto solugdo e, ao final, contaremos
quantos ntmeros inteiros pertencem a tal conjunto.

Assim, vamos comecar resolvendo a inequacio 2 — 7z +
6 < 0. Considere a fungdo f(z) = 2 — 7x + 6. Resolvendo
inicialmente a equacdo z? — 7z + 6 = 0, percebemos que
f(z) possui raizes © = 1 e & = 6. Como f(z) possui
concavidade para cima, desenhando seu grafico ou fazendo
seu quadro de sinais (tente fazer um deles), vemos que
f(x) <0 quando z é igual ou estd entre as raizes, ou seja,
quando 1 <z < 6. Assim, S; = [1,6].

Agora, vejamos a segunda inequagdo, 2z + 1 > x + 5.
Subtraindo x — 1 de ambos os lados, obtemos a sequéncia
de inequacodes equivalentes

2c+1>2+5
(20+1)— (@ +1) > (1 +5) - (z+1)
x> 4.
Assim, Sy = (4,00).

Desenhando S7 e Sy em retas separadas e, em seguida,
marcando sua interse¢do, obtemos o quadro abaixo:

S 1 6
: . :
So : o T W AP
| 4 6
Sl ﬁ SQ . OAAY—

Assim, S = 51 NSy = (4,6]. Veja que o ntimero 4 néo
faz parte deste intervalo, de sorte que os tinicos ntimeros
inteiros-que fazem parte da solucdo sdo 5 e 6. Como o
enunciado pergunta quantos inteiros satisfazem o sistema,
a resposta é dois. O

Exemplo 7. Encontre todos os numeros reais x que satis-
fazem o sistema

(x —1)(2® — 62 +5)(z —5) <0,
222 > 20.

Solugao. Considere primeiramente a inequagdo produto
(x — 1)(2% — 6z + 5)(z — 5) < 0. Ela parece que nos dard
trabalho, pois para resolvé-la teriamos, em principio, de

analisar os sinais de trés func¢ées. Contudo, podemos sim-
plific-la bastante se fatorarmos o fator do meio, 22 —6x+5.
Como 1 e 5 sdo as raizes de 2 — 6z + 5 = 0, temos que
22 —62+5 = (x—1)(z—5). Substituindo isso na inequagio
original, obtemos que ela é equivalente a

(x —1)*(x —5)*<0.

Acontece que, como o expoente de todos os fatores é par,
para todo x real temos

(x —1)*(z —5)% > 0.
Sendo assim, a tnica opc¢ao para x € satisfazer
(x —1)*(x =5)* =0,

o que claramente implica x —1 = 0 ou z — 5 = 0, isto
é, x =1 ou xz = 5. Desse modo, o conjunto-solugdo da
primeira inequagdo é S; = {1,5}.

Agora; a segunda inequacdo requer que 2z2 > 20, o que
equivale a 2 > 10. Para terminar, basta observar que,
dentre os niimeros 1 e 5, apenas o ntimero 5 satisfaz 52 >
10. Logo, =5 é a tnica solugdo do sistema.

Em alternativa ao ultimo paragrafo, poderiamos marcar
as solugoes das inequagoes em retas, como vinhamos fa-
zendo. Para isso, veja que o conjunto solucdo de 22 > 10
consiste nos valores de x tais que x > /10 ou x < —/10.
Ao marcar esses pontos na reta, observe que 3 < /10 < 4.

1 5
Sl T @ T @
_ V10! VIO
Sy ! Cromomlomonon
S1 NSy 1 1 o
5

Veja que, na reta correspondente a S7, ndo marcamos

nenhum intervalo, pois apenas os pontos 1 e 5 sao solugao.
O

Nosso tltimo exemplo é o de um sistema com trés ine-
quacgdes. O método de resolucdo é o mesmo: resolver cada
inequagao separadamente e encontrar os pontos que estao
nas solugoes de todas elas.

Exemplo 8. Encontre o conjunto-solu¢do do segquinte sis-
tema, onde x é um numero real:

204+ 3 > 1,
2
%z3x—4,
10 < 30 — 4z.
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Solugido. Resolvendo a primeira inequagdo, temos as se-
guintes inequagoes equivalentes:

20 +3>1
2 > —2
x> —1.

Logo, S1 = (—1,00).
Quando a segunda inequagdo do sistema, temos que ela

equivale a

1.2

Para resolver essa inequacao quadratica comegamos, como
sempre, procurando as raizes da equagao

(EQ

Podemos fazer isso usando a férmula de Bhaskara ou pro-
. 4 . . — (=3 .
curando dois niimeros cuja soma seja 1( 73 ) =6e cujo pro-

duto seja 14;2 = 8; adotando essa ultima estratégia, apos

testar algumas opgdes vemos que esses dois niimeros sao

x = 2ouz = 4. Analisando o grafico de f(z) = %—3x+4,

temos que f(xz) > 0 quando & < 2 ou x > 4. Assim,
SQ = [—OO, 2] U [4, OO]

Resolvendo a terceira inequagdo do sistema original, te-
mos as equivaléncias

10 <30 — 4z
4x <20
r < 5.

Dessa forma, o conjunto solugdo desta ultima inequagao é
53 = (*OO, 5]

Resta apenas encontrar S = 57 N Sy M.S3. Fagamos isso
graficamente:

B O

Sy Femchesescicii @@ -momo

S3WW.—)

S1 NSy NS3 — O

Entéo, temos que S = (—1,2] U [4,5].

Dicas para o Professor

O contetido deste material pode ser apresentado em dois
encontros de 50 minutos. Pode ser interessante fazer uma
revisao sobre unido e intersecdo de conjuntos e também
sobre a notagao utilizada para descrever intervalos de
ndimeros reais.

Neste aulas e nas aulas anteriores deste médulo, prefe-
rimos usar as notagdes (a,b) para intervalos abertos e [a,b]
para intervalos fechados. Essas sdo as notagoes mais usa-
das modernamente em Matematica, mas alguns livros e
as préprias video-aulas do portal utilizam a notacao |a,b|
para intervalo aberto. A Unica desvantagem que vemos de
usar (a,b) é que é necessdrio distinguir o intervalo (a,b) do
par ordenado (a,b). Apesar de usarmos os mesmo simbolos
para as duas coisas, esses sdo conceitos completamente di-
ferentes e pode-se distinguir um do outro facilmente, a par-
tir do contexto em que sao utilizados.

H4 uma grande quantidade de variagées de problemas
envolvendo sistemas de inequagbes, alguns com grau de
dificuldade bastante alto. Nesse sentido, a referéncia [2]
traz muitos problemas que o professor pode utilizar em sala
de ‘aula, ao passo que a referéncia [1] traz outros tantos,
adequados a sessdes de treinamento para olimpiadas de
Matematica.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais. SBM, Rio de Janeiro, 2013.

2. G. lezzi Os Fundamentos da Matemdtica Elementar,
Volume 1: Nidmeros Reais e Fung¢des. Atual Editora,
Rio de Janeiro, 2013.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



	Sistemas de inequações com uma variável
	Exercícios complementares

