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Nesta aula, apresentaremos a tltima propriedade funda-
mental do determinante: a aditividade. Mostraremos, ainda,
como as trés propriedades enunciadas caracterizam a func¢do
determinante. No meio do caminho, faremos um breve estudo
das coordenadas baricéntricas (veja a referéncia [3] para apro-
fundamento). Como de praxe, na tltima se¢do aplicaremos a
teoria na resolucao de alguns problemas de geometria.

1 A aditividade do determinante
3¢ Propriedade dos Determinantes (Aditividade):

det[u + v,w] = det[u,w] + det[v,w]; (1)
para quaisquer vetores u,v e w.

A figura abaixo propoe uma-justificativa geométrica da
propriedade aditiva.

Nas configuragoes da figura acima, temos det[u,w] =
A(ABQE), det[v,w] = A(BCDQ) e det[utv,w] = A(ACDE).
Como os paralelogramos ABQFE e APRFE tém a mesma altura
relativa a base comum AF, vem A(ABQE) = A(APRE). De
forma similar, vale A(BCDQ) = A(PCDR). Por fim, como a
soma das dreas de APRE e PCDR resulta na drea de ACDE,
concluimos que A(ACDE) = A(ABQE) + A(BCDQ), ou
equivalentemente, det[u + v,w] = det[u,w] + det[v,w].
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A demonstragio algébrica da identidade é imediata.
De fato, se u = (a,b),v = (¢,d) e w = (e,f), entdo

a+c e
b+d f
=(a+o)f —(b+d)e
= (af —be) + (cf — de)
= det[u,w] + det[v,w].

det[u + v,w] =

Do mesmo modo se mostra que det[u,v + w] ="det[u,v] +
det[u,w].

Observacdo 1. Com essa 32 propriedade do determinante, €
fdcil verificar as igualdades

det[AB,AC] = det|BC,BA}= det[CA,CH].  (2)

Por exemplo, para provar a primeira delas, basta notar que
det[B?7B—z>4] = det[B—le +A ,ﬁ], sendo esse 4ltimo deter-
minante igual a det[BA,Ei] —Q—det[ﬁ,BA], pela propriedade
aditiva. Agora, como det[ﬂ,BA] =0e det[@,B—zzl] =
— det[B—/i,m] = det[ﬁ,@], seque a relagdo desejada.

Jd sabemos que'os determinantes em POSSUEM, 0 MESMO
valor absoluto, pois a metade de tais valores € a drea do
triangulo ABC'. A coincidéncia dos sinais também ocorre por-
que as sequéncias ABC, BCA e CAB determinam o mesmo
sentido de rotagdo no plano.

Doravante, [ABC] denotard a drea orientada do tridngulo
ABC qual seja, [ABC] = %det[ﬁ,ﬁ}. De outra forma,
[ABC] é a érea do triangulo ABC, com sinal positivo caso
a sequéncia de vértices A — B — C determine o sentido
anti—horériﬂ e negativo, caso o sentido A — B — C seja
horario.

1Ou seja, o sentido da menor rotacio que transforma a semirreta
Ag na semirreta Al% é o sentido anti-horério.
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Exemplo 2. Dados um triangulo ABC e um ponto P qualquer
no plano, mostre que [PAB] + [PBC] + [PCA] = [ABC].

Solugao. Sejam u = P_}l,v = ﬁ ew= ﬁ Como ﬁ =

v—ue AC = w — u, as propriedades do determinante dao
2[ABC] = det[v — u,w — u]
= det[v,w] 4+ det[v, — u] + det[—u,w] + det[—u, — u]
= det[v,w] — det[v,u] — det[u,w]
[

= det[u,v] + det[v,w] + det[w,u]
= 2([PAB| + |PBC] + [PCA]),

como desejado. O

2 Coordenadas baricéntricas

Seja V' o espago dos vetores no plano. Nas notacgoes da solucao

do exemplo acima, e levando em conta que {AB,AC} é uma
base de V' (veja a observagdo 13 - ii) da aula Composi¢io do
modulo Operando com Transformagoes Lineares: Algebm e
Geometria e a regra de Cramer na 12 aula da 12 parte desse

moédulo), se escrevermos AP = (5 - /@ + ~ - AC, afirmamos
que
= [PCA|/[ABC] (3)

v = [PAB]/[ABC] (4)
(compare com a regra de Cramer). Com efeito,
2[PAB] = det|PA,PA + AB]
— det[PA,AB]
— det[-3- AB — ~ - AC,AB]
= —vydet [@,E]

= 7(2[ABCY).
Analogamente, temos [PCA] = S[ABC].
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Assim, fixado o tridngulo ABC e definindo
o = [PBC)/|ABC), (5)

cada ponto P do plano determina, a partir das relagoes ,
, 7 uma unica terna (a,8,y) de nimeros reais satisfa-
zendo a+ 8+ v =1 (vide exemplo ), e reciprocamente.

Os ntmeros «, 8 e v sdo as coordenadas baricéntricas
do ponto P relativamente ao tridngulo ABC. Nesse caso,
escrevemos

P =aA+ BB ++C, (6)

ou P = (a,8,7), caso o tridngulo de referéncia esteja fixado
na discussao.

Para efeito de ilustracao, os vértices A, B e C' do tridngulo
referencial se expressam como A = (1,0,0), B = (0,1,0) e
C = (0,0,1). Por outro lado, ospontos médios M, N e P
dos lados BC, C'A e AB, respectivamente, se escrevem na
forma M = %B—&-%C, N = %A—F%CGP = %A—i—%B,
também respectivamente (a auséncia da parcela relativa a um
vértice na expressao @ indica que a coordenada baricéntrica
respectiva é nula).

Observacao 3. Podemos verificar que, com respeito d relagdo
(@, a > 0 oua <0 conforme P e A estejam do mesmo
lado ou em lados opostos da reta % Por outro lado, o =0
significa P € . Valem observagées andlogas para as demais
coordenadas baricéntricas 5 e 7.

Portanto, os pontos interiores ao triaingulo de referéncia
ABC se caracterizam pela propriedade de possuirem todas as
coordenadas baricéntricas positivas. Os pontos de fronteira,
ou seja, os pontos da poligonal ABC', sdo precisamente aque-
les que admitem alguma coordenada baricéntrica nula, sendo
as demais nao-negativas. Finalmente, o exterior do triangulo
ABC' € constituido pelos pontos que admitem alguma coorde-
nada baricéntrica negativa.

Como ja exposto acima, a igualdade P = «A + B + vC,
em que a + 8+ v = 1, é uma outra forma de expressar
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a relacao vetorial ﬁ =f- @ + - @ Por exemplo,
Se G é o baricentro do triangulo ABC, de acordo com a
solugdo do exemplo 18 da aula Vetores no Plano - Parte
I do médulo Geometria das Transformagées Lineares, vale

m:%-zﬁ—i—%-m,deondesegueo

1 1 1
E lo4. G=-A+-B+ -C.
xemplo 3 + 3 + 3
Mais geralmente, dados n pontos Py, Ps, ..., P, no plano e
n numeros reais ki, ko, . . . , ky, satisfazendo k1 +ko+-<-+k, =

1, a combinagdo conveza com os pontos P/s a coeficientes ks
representa o unico ponto P do plano satisfazendo

PP — =
PP=ky - PPPo+---+k, PP,
Nesse Ccaso, escreveremos

P=FkP +kPs+ -+ k,P,.

Para efeito de ilustracdo, se O e H sdo o circuncentro e o

ortocentro de um tridngulo ABC', entao H = A+ B+ C —20
(vide exemplo 20 da aula Vetores no Plano - Parte II do
moédulo de Geometria das Transformagoes Lineares). Para
mais um exemplo, se G é o baricentro do poligono P P, ... Py,
entdo G = %Pl + %Pg + %Pn (generalizagdo do exemplo
anterior). Basta lembrar que Y, GFP; = 0, o que nos d4
n']?;':zz;Qpl 5 ou, ainda, P1 :ZZ‘L:Q% ﬁ
Observacao 5. Fizado um ponto O no plano, é imediato
que P = k1P, + ko Py + -+ + k, P, equivale a O? = ky -
s — — _
OP; + ko -OPy +---+ ky, - OP,. Em particular, se O € a
origem de um sistema de eizos ortogonais, vemos que (numa
notagdo ébvia) a combinacgio convera P = k1 Py +koPy+- -+
kn, P, se traduz em coordenadas como um par de iqualdades:
zp =Yy kixp eyp = > kiyp,. Assim, por ezemplo,
reobtemos o fato de que o baricentro de um poligono tem
por coordenadas as médias aritméticas das coordenadas dos
vértices do poligono.
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Se A e B sao pontos distintos, uma combinacdo convexa
P =sA+tB, com s+t =1, é um ponto da reta /@ De fato,
P=sA+tB& /ﬁ =t- AB, sendo essa tltima igualdade
equivalente a afirmacao de que A, B e P sao colineares. Desse
modo, como s = 1 — ¢, vemos que um ponto P do plano
pertence a reta determinada por A e B se, e s6 se, P =
(1-t)A+tB,t € B

Por defini¢do, D = (1 —t)B + tC & BD =t B?, sendo
DC = (1—t)-B? ¢ BD = - DC outras formas equivalentes

—t
de se expressar essas igualdades. Portanto, obtemos a

Proposicao 6.

i) Seja D # C um ponto da reta % Entao, D divide
BC' na razao k, no sentido que ﬁ = k- lﬁ se,
e somente se, k é a razdo do coeficiente relativo ao
ponto C pelo coeficiente relativo a-B. Nesse caso, vale

1 k

it) Para cada ponto D na reta % vale D = %B + %C.

Observacao 7. Para'l <i <mn, seja P, = o;A+ ;B + ~;C.
Entao, as igualdades P.= k1P, + koPy + -+ + k, P, e P =
aA + BB+ ~C se relacionam pela formula

k1
(650 IR 7% k‘g «
BifabBu|-| . | =8
Y1Y2 " Un ’ v
kn

Isso mos diz que, em termos prdticos, as coordenadas ba-
ricéntricas do ponto determinado pela combinacdo convexa
k1Py +koPy+ - - -+ kP, podem ser obtidas pela substituicdo
na expressao das relagoes P; = a; A+ 3; B+;C e a realizagdo
formal dos cdlculos (tudo se passa como se A, B e C fossem

2Nesse caso, é facil ver que P pertence ao segmento AB se, e s se,
0<t< 1.
BD

3Também se costuma escrever essa igualdade na forma o =k
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indeterminadas). Por exemplo, se MNP € o triangulo medial
de ABC eT = %M + %N + %P, entao

1/1 1 1/1 1 1/1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
(32+34>A+Qy2+3a)3

11 11
*(32+3@>0

1 1 1

= -A+-B+-C
3413713
:G’

confirmando o fato de que um trigngulo e seu triangulo medial
tém o mesmo baricentro.

Relativamente a observacgao anterior, podemos, inversa-
mente, reescrever a igualdade P = aA + 8B + vC como

P =aA+ (B+7)(55B+ 55C) (s P # A). Definindo

__B ok 4
D = mB + WC, vemos que D é um ponto da reta %’

e P=aA+ (8+7)D, de modo que P pertence & reta 4D,
Dessa forma, D € AP N . Isso nos dé a seguinte

Proposicdo 8. Se P =aA+ B+ ~C e a reta ﬁ corta a
reta suporte do lado BC no ponto D, entdo D divide BC na

razdo /.

Prova. Tacitamente, estamos supondo que P ¢ 1@7 a fim
de que 8 # 0. Como ja explicado acima, temos D = 5 B+

B+y
Biﬂc' Pela Proposigﬁo@ D divide BC na razao % =
%, como queriamos. O

Da proposicao anterior, obtemos o

Teorema 9 (de Ceva). E| Seja P um ponto no plano de um
triangulo ABC, sendo que P ndo pertence a qualquer uma

4Veja também o Teorema 17 da aula Equivaléncias Afins e Aplicacées
- Parte I do médulo de Transformagées Lineares: Algebra e Geometria.
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das retas suporte dos lados desse triangulo. Se as cevianas

jﬁ,ﬁ e Cﬁ cortam os lados BC,CA e AB nos pontos
D, E e F, respectivamente, entdo

BD CE AF _
DC FA FB

Prova. De fato, nas notagdes da Proposica @ temo: D—D

3,88 =2 %:ﬂ Entao,g—g%%:%%gzl. O

Agora considere o incentro I de um tridngulo-ABC,
de lados a = BC, b = CA e ¢ = AB. Perceba que I
pertence ao interior de ABC' e a distancia desse ponto a
cada um dos lados do tridngulo é r, o raio do eirculo ins-
crito em ABC. Da férmula A(ABC) = W é facil
ver que [IBC|/[ABC] = a/(a + b+ ¢). De maneira simi-
lar, obtemos as relagoes [ICA]/[ABC] = b/(a +b+c) e
[IAB]/[ABC] = ¢/(a + b+ ¢). Isso pode ser resumido no
seguinte

Exemplo 10. Nas notagées da discussao anterior, temos que

R S s S
at+b+e at+b+ec a+b+ec

Dal, segue o

Teorema 11 (da Bissetriz Interna). Se D € o pé da bisse-
triz interna _do triaingulo ABC' relativa ao vértice A, entdo
BD _ BA
DC . AC’
Prova. Com efeito, pela Proposi¢do (8) e pelo exemplo an-

terior, temos que gg = % =< O

3 Caracterizando o determinante

Nesta se¢ao, veremos que o determinante é, essencialmente,
a unica funcdo das colunas de uma matriz que é alternante,
homogénea e aditiva. Com rigor, seja f uma funcao que
associa a cada par (u,v) de vetores-coluna (uma matriz 2 x 2)
um numero real. Se
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1. f é alternante: f(u,v) = —f(v,u) (dai, f(u,u) = 0);
2. f é homogeénea: f(ku,w) = f(u,kv) = kf(u,v);

3. féaditiva: f(utw,w) = fluw)+flww)e fluv+w) =
fluw) + fluw),

para quaisquer u, v, w e para cada numero real k, afirmamos
que f é um multiplo do determinante. Mais precisamente, se
A= f(i,j), em que i e j sdo as colunas da matriz identidade,
entao

f(u,w) = Adet[u,v],
para todo par (u,v).
De fato, as igualdades u = (a,b) e v =(c,d) equivalem a
u=a-i+b-jev=c-i+d-j. Utilizando as propriedades
da funcao f, temos

fluw)= fla-i+b-jyc-i+d-j)
= fla-ic-it+d-j) +f(b-Jc-it+d-j)
= fla-ic i)+ fla-i,d-j) + f(b-jc 1)+ f(b-j.d-j)
= acf(ii) + adf (i.j) +bcf(§,1) + bdf (j.j)
= adf (i,j) — bef(iJ)
= f(i.j)(ad ~bc)
= Adetfu,v],

como queriamos.
O teorema abaixo registra esse resultado relevante.

Teorema 12. Se f = f(u,v) € uma fungdo alternante, ho-
mogénea e aditiva de pares (u,v) de vetores-coluna, entio f €
um multiplo do determinante. Mais precisamente, f = Adet,
sendo X = f(4,5), o valor de f na matriz identidade.

Mais geralmente, a fungdo determinante det : T+ det T,
sendo T uma matriz de ordem n, é a tinica funcdo das colunas
de T que é alternante, homogénea, aditiva e assume o valor 1
na matriz identidade. Sugerimos que o leitor explicite essas
propriedades fundamentais do determinante para matrizes
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de ordem n ou consulte a referéncia [2]. Se T' = (¢;)1<i,j<n,
temos
detT = Z tla(l)t20(2) no’(n)7 (7)

em que o somatoério se estende sobre todas as permutagoes o
do conjunto {1,2,...,n} e €(o) denota o sinal de o.
Como caso particular de (7)), se T' = (t;;)1<i,j<3, entdo

det T = t11ta9ts3 + tiatastsr + tistaitse
— t13to2t31 — t11t23t32 — t12t21t33.

O segundo membro da expressdo acima pode ser facilmente
recordado por meio da regra de Sarrus:

+ o+ o+

4 Algumas aplicacoes

Exemplo 13. Com as medianas de um triangulo ABC' forma-
mos um triangulo XY Z. Em termos mais precisos, se M, N
e P_sdo os pontos médios dos lados BC,CA e AB, respecti-
vamente, o triangulo XY Z satisfaz XY = CP,YZ = AM
e ZX = BN. Calcule A(XY Z)/A(ABC), a razdo entre as
dreas dos triangulos XY Z e ABC'.

Solugao. O argumento que segue estabelece a existéncia
do triangulo XY Z. Naturalmente, como os lados de XY Z
estao determinados, o tridngulo XY Z é tinico, a menos de
congruéncias.
Tome B=X,Z=NesejaY =7+ AM, a translacao
—— = o
do ponto Z pelo vetor AM, de modo que ZY = AM. (Acom-

panhe na figura a seguir.)
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Lembrando que o vetor-mediana que sai de um vértice é
a média arltmetlca dos vetores lado que -emanam do mesmo

vértice (e.g., AM = 1@ +3- 1@), temos

w:ﬁm&

— BN + AM

_@ A+ ﬁ)+(;.@+ ﬁ)
__@.C‘/H;ag)

_=

de onde se conclui que as medidas dos lados XY, Y Z e ZX
sao as medidas das medianas C P, AM e BN, respectivamente.
Agora precisamos calcular (por exemplo)

det[ﬁ,ﬁ]det[ CA+7 @— Eﬁf BC|.

Utilizando as propriedades do determinante, é facil ver que

det[ XY, XZ] = det CA,BA] + det|CA,BC)

+ det C@,E}l ),
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de forma que
det[XY, X 7] = %(det[ﬁ,ﬁ]+det[ﬁ4,6@]+det[B?,B.Zl]).
Pelas relades em (3), vale

det[ XY, X 2] = % det[AB,ACY,
de onde segue que

AXYZ)  1/2]det[XY XZ]| 3

A(ABC) ~ 1/9|det[AB,AC]| &

O

Teorema 14. Sejam ABC um triangulo e Py, Py, P3 pontos
no plano, dados pelas suas coordenadas baricéntricas relativa-
mente a ABC como P; = a; A+5; B+v;C, com a;+B;+v; = 1
para cada i = 1,2,3. Entdo

[P1P2P3] a1 Bim
TABC] =lag f2y2]- (8)
a3 8373

Prova. Das relagoes ﬁz = ﬁiﬁ + 'yiz@, para 1 <17 < 3,
segue que

ITP; = (B2 — 51)1ﬁ + (72 — 71)1ﬁ

lﬁ = (B3 — 51)1ﬁ + (73 — 71)m'

Utilizando as propriedades do determinante, calculamos

1 —_— =
[Plpgpg] = Edet[Plpg,Pl.Pg]
= [(B2 = B1) (13 —71) — (B3 — B1)(v2 — M)I[ABC].
Como
http://matematica.obmep.org.br/ P.12
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181im
(B2 = B1)(v3 —=71) — (B — B1)(v2 = 71) = |1 B2 y2
18373

el =qa;+ B; +v,V1i, a aditividade do determinante da

a1 f1m
(B2 = B1)(v3 —71) — (B3 = B1)(v2 — 1) = |2 B2 72|,
as 373
resultando na férmula desejada. O

Dado um tridangulo ABC, seja H,HyH. seu triangulo
ortico, isto é, aquele no qual H,, Hy, e H. sdo os'pés das al-
turas relativas aos vértices A, B e C, respectivamente. Nosso
préximo teorema estabele que, caso ABC' seja acutangulo,
tem-se

A(ABC) = sR,

em que s é o semiperimetro do triangulo 6rtico e R é o raio do
circulo circunscrito a ABC'. Antes, precisaremos do seguinte

Lema 15. Se ABC é um triangulo acutdngulo e p € o raio
do circulo inscrito no_triéngulo értico de ABC, entdo p =

2R cos Acos BceosC.

Prova. Apresentaremos as linhas gerais do argumento, dei-
xando os detalhes ao encargo do leitor. (Acompanhe na
préxima figura.)

Como H, o ortocentro de ABC, é o incentro do tridngulo
értico (veja [1], secdo 3.5), vemos que p = HP, a distancia
de H ao lado H,H.. Se O é o circuncentro de ABC e M é
o ponto médio do lado AB, sabemos que CH = 20M (vide
exemplo 20 da aula Vetores no Plano - Parte II do médulo
de Geometria das Transformagoes Lineares). Portanto, rela-
tivamente ao triangulo CH H,, temos

HH, = CHsen(90° — B) = 20M cos B = 2R cos B cos C.
Por outro lado, no tridngulo PH H,, vale

p=HH,sen(90° — A) = 2R cos A cos B cos C.
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LN peosa I acos B I
\

O

Teorema 16. Se ABC ¢é um tridngulo acutingulo, s é o
semiperimetro do triangulo ortico e R é o raio do circulo
circunscrito a ABC, entao

A(ABC) = sR.

Prova. Ainda em relagao a figura anterior, note que H, =
aCOSBA + bC°SAB De forma andloga, temos Hy, = ‘“";}scA +

CCOSAC e Hy= bc‘(’ZSCB + CC'ZSBC. Portanto, pela férmula

, vale

0 becosCccosB

[HaHbHc]_ 1
[ABC] = he acosC 0 ccosA
acos BbcosA 0
= 2cos Acos BcosC.

. H, Hy H,
Assim, pelo Lema podemos escrever [HoHoHe] £ ou,

[ABC]
ainda, A(ABC) = AH“THbH“)R. Como a drea de um tridngulo

é o produto do semiperimetro pelo inraio, concluimos que

w = s, de onde segue a relacdo desejada. OJ
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Dicas para o Professor

Problemas envolvendo o cédlculo de areas relativamente
a um tridangulo de referéncia sdo muitas vezes tratados de
forma eficiente com o uso de coordenadas baricéntricas. E
isso que nos indica a interpretagdo geométrica dos coeficientes
a, 3,7, dada nas relagoes , , , e a férmula . A
esse respeito, além da aplicagdo do método na demonstragao
do Teorema gostariamos de sugerir ao professor uma
solucgao ligeiramente diferente do Exemplo tendo-como
referencial o tridngulo ABC (e de acordo com a figura do
exemplo), vale X = (0,1,0),Y = (f%,%,l) e Z = (%,0,%). 0]
Gnico célculo nao trivial refere-se ao pontoY. Ora, como
ﬁzﬁ—i—N—Yz:m—l—m, vem Y = (-1)A+ N + M.
Substituindo nessa expressao as relagoes M = %B + %C’ e
N =1A+1C, chegamos em Y = (—1)A+ (1)B + C. Desse

modo, o Teoremae a regra de Sarrus dao [[Agg]] = % + i =

<ol

Z.
Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetido desse material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha.  Tépicos de Matemdtica Elementar, vol.
2. Geometria Euclidiana Plana. 2* ed. Cole¢ao do
Professor de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

2. E. L. Lima. et al. A Matemdtica do Ensino Médio, vol.
3. 7® ed. Colecao do Professor de Matematica. Rio de
Janeiro: SBM, 2016.

3. E. Chen. FEuclidean Geometry in Mathematical Olym-
piads. MAA Press. 2016.
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