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Neste material, aplicamos as férmulas das derivadas de
fungoes trigonométricas a resolucdo de alguns exemplos inte-
ressantes.

1 Exemplos

Exemplo 1. Mostre que uma reta paralela a diagonal x =y
pode ser tangente, mas nunca secante, ao grifico de y = cos .

Solugdo. Em cada ponto da forma (37/2 + 2km,0), a tan-
gente ao grafico da fungdo cosseno tem inclinagdo igual a

cos'(3m/2 + 2km)) = —sen(37/2 + 2kmw) = 1.

Logo, tais retas tangentes sdo paralelas a diagonal x = y.
Por outro lado, dados nimeros reais a < b, afirmamos
que | cosb — cosa| < b — a. Isso mostrard que as inclinag¢oes
das secantes ao grafico de cos ‘tém moédulo menor que 1,
encerrando a solugdo.
Com efeito, basta lembrar das relacgoes

b—a
2

[¢
cosb — cosa = —2sen sen

|sena| < |z|, se xz #0.

Dad, a substituicdo © = (b — a)/2 nessa desigualdade permite
obter a estimativa

bh—
| cosb — cosa| = 2| sen H n 2a
h—
<2-1-‘ =b—a
O
Exemplo 2. Sejam ay,as,...,a, reais dados e f: R — R a

func¢do dada por f(x) =aj;senx +agsen2x + - - -+ a, sennx.
Se |f(x)| < |senz| para todo x € R, prove que

lar +2as + -+ - + na,| < 1.
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Solugao. Vejamos que |f/(0)| < 1. De fato, com a desigual-
dade |f| < |sen|, obtemos f(0) =0 e, dai,

rnt e f@) = fO) | fl=)
FOF=| Iy === | = |
— i @) < lim |sen z|
x—0 |(E| x—0 |;C|
. senz|
- ilg%) x =1

Por outro lado, sendo

f'(x) = aj cosx + 2as cos 2z + - - - + nay cosnz,

vem que f'(0) = ay + 2a2 + - -+ + na,. Portanto, a'relagdo
[f/(0)] <1 também se escreve como

lar +2as + -+ - + na,| < 1.
O

Exemplo 3. ABCD é um trapézio isésceles de bases AD
e BC, com AD > BC. SeAB:BiC:CiD:q\,um
comprimento dado, calcule a medida dos dangulos BAD =
ADC' que mazximiza-a area de ABCD.

Solugao. Pondo 6 := BIZD7 é facil ver (observe a figura
a seguir) que a altura do trapézio mede asenf e a base
maior mede a 4+ 2a cos §. Portanto, a drea A(6) de ABC'D se
expressa, por

A(9) = % (a+ (a+ 2acosh))asend

= a*(sen 6 + sen f cos ).

Essa expressio acima define uma fungéo derivdvel A : (0,7/2) —
R, cujo(s) ponto(s) de maximo estamos & procura.
Observando que

A'(0) = a*(cos b + cos? § — sen? )
= a*(cos 0 + cos(26))
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D acosf acosf) A

Figura 1: exemplo

afirmamos que A’ é decrescente. De fato, basta notar que,
como

A"(0) = —a®(2sen 20 + sen'd),

tem-se A”(0) < 0, uma vez que 0 < § < /2 = sen 6, sen 260 >
0. Portanto, sendo

A(r/3) = GQ(COS(W/?)) + cos(27r/3)) =0,
conclui-se que

A(9) >0, se0<0<7/3 .
<0,sem/3<0<7/2

Pelo teste da 1% derivada, § = /3 é ponto de méximo estrito
de A, ou seja, quando BAD = 60°, a drea de ABCD ¢ a
maior possivel. O

Para o proximo exemplo, precisaremos do seguinte fato
algébrico: se p,q,r sdo numeros reais tais que p+q+ 1 =0,
entao

PP+ ¢+ = 3pgr. (1)
A verificag@o dessa relacgdo é direta. Realmente, fazendo uso
da identidade

(p+q)* =p*+3pa(p + q) + ¢*
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e substituindo p+q por —r, obtemos (—r)® = p3+3pq(—r)+q¢>,
igualdade equivalente a ([I]).

Exemplo 4 (Olimpiada Romena - 1996).

(a) Sejam f1, fa,..., fn: R = R fungies periddicas tais que
a fungdo soma f = f1 + fo+ -+ 4+ fn tem limite finito
quando x — +00. Mostre que f € constante.

(b) Sejam p,q,r nimeros reais tais que
pcos(pz) + g cos(qzx) + rcos(rx) > 0,
para todo nimero real x. Mostre que pgr = 0.

Solugao. O item (a) serd provado por indugdo sobren. Para
o caso n = 1, temos uma fun¢ao periddica f'= f1, de periodo
T > 0, cujo limite L em +oo existe.

Dados z,y € R, vale, para cada natural n,

f(@) = flz+nT) e fly) = fly +nT).
Dai,

fl@)= lim_flx+nT)=L= lim f(y+nT)= f(y),

n—-+4oo n—-+oo

de sorte que f'é constante.

Supondo o resultado valido para um certo n natural,
seja f = f1 +-+-+ fn + fnr1 uma soma de n + 1 fungoes
periédicas, tal que L = lim,_, .~ f(x) existe e é finito. Se T
for um periodo para f,,41, provaremos que f também admite
T como um periodo. Com efeito, a fungao g : R — R, definida
por g(z) = f(x +T) — f(x), € soma de n fungées periddicas.

Para justificar a afirmacao acima, seja T; um periodo de
fi para cada 1 < ¢ < n. Entao, é ficil verificar que T; também
é um periodo da funcéao

Roz— gi(z) = filz+T)— fi(z), i=1,...,n.

http://matematica.obmep.org.br/ P.4
matematica@obmep.org.br



Dai,
g(z) = f(z +T) - f(x)
= fi@+ D)+ fara(@+T) =D fil@) = fasa(z)

=1 =1

=0

Z fz $+T fl( )) + (fn+1(x+T) _fn+1(33))
2 ule

Logo, g = g1 + -+ + gn, sendo cada g; periddica, como
afirmado.
Por outro lado,

Por hipétese de indugdo, g é constante, ou melhor, g é iden-
ticamente nula, pois tal funcdo tem limite nulo em —+oo.
Concluimos, pois, que f(x + T) = f(x) para todo z real.
Pela base de indugao, segue da periodicidade de f e da
existéncia do limite dessa fung¢do em 400 que f é constante.
Quanto ao item (b), considere a fungdo f: R — R dada
por f(z) = sen(px) + sen(qx) + sen(rz). Entao,

f(x) = pcos(pz) + qcos(qx) + rcos(rx) > 0,

de modo que f é mondétona nao decrescente. Sendo tal
fungédo limitada (pois |sen| < 1 implica |f(z)| < |sen(pz)| +
| sen(qx)| + | sen(rz)| < 3), existe e é finito o limite de f em
+o00. Pelo item anterior, f, uma soma de funcées periddicas,
é constante. Assim, todas as derivadas dessa funcdo sao
identicamente nulas, sendo que as relacoes f' =0e f" =0
equivalem a

pcos(px) + qcos(qx) + r cos(rzx) (2)
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p? cos(pr) + ¢* cos(qz) + 1 cos(rz) = 0. (3)
Fazendo z = 0 em e , vem que
prag+r=0=p"+¢+r
de onde segue, por , a igualdade desejada, pgr = 0. O]

Exemplo 5. Sejam f : R — R uma fun¢do duas vezes de-
rivavel e k um ndmero real positivo. Se f"(x) + kf(x) =0
para cada x, mostre que

f(x) = £(0) cos Vka + f\,/(g) sen Vkx (4)

para todo nimero real x.

Solugao. Inicialmente, suponhamos f(0) =f'(0) = 0. Mul-
tiplicando ambos os membros da igualdade f”(z)+kf(x) =0
por 2f/(z), ficamos com

2f'(x) f" (@) + 2k f(x) f'(x) = 0.

Notando que o 1° membro dessa relacdo é a derivada em
r da funcdo g : R — R, definida por g(z) = f/(x)? + kf(x)?,
segue que g’ = 0, istoé, g é constante. Todavia, g(0) =
f/(0)2+kf(0)*> =0, de onde se conclui que g é identicamente
nula. Como' k> 0, a relagdo (f')? + kf? = 0 implica f = 0.
Para o caso geral, considere a fungdo ¢ : R — R de regra

o(x) = f(x) — (£(0) cos VEkz + (f/(0)/Vk) sen V).

Utilizando as féormulas de derivagdo, o leitor ndo tera dificul-
dades em verificar os seguintes fatos:

1. ¢"(x) + k¢(x) = 0 para todo x.
2. ¢(0) = ¢'(0) = 0.
Pelo paragrafo anterior, ¢ = 0, ou seja, vale . O
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Exemplo 6 (Putnam - 1941, adaptado). Seja f : R — R uma
funcdo duas vezes derivavel, tal que

fle+y)flxz—y)=f@)+ fy)? -1, (5)
para quaisquer NUMeros reais x € .
(a) Mostre que " + kf =0 para alguma constante k.

(b) Se f for limitada, prove que k > 0 e conclua que f(x) =
cosVkz ou f(x) = —cosVkzx, para cada x real.

Solugao. Comegamos observando que f(0) = £1. De fato,
as substituigoes z =y = 0 em resultam em

F(0)* = f(0)* + f(0)* — 1,

ou seja, f(0)% = 1, justificando a observacdo.
Derivando a relagao com respeito.a y, vem que E|

flle+y)fle—y) - fle+y) f'le—y) =2f)f(y). (6)

Em particular, fazendo x = y = 0 nessa igualdade, encontra-
mos 2f(0)f'(0) = 0, isto é, f'(0) = 0.
Se derivarmos @ em relacao a x, obteremos

ety fe—y) - fla+y)f(@—y) =0,
atentando ao cancelamento das parcelas que envolvem a 1?
derivada. Dai, pondo no lugar de x e y o valor x/2, segue
que

FO)f" (@) = f7(0)f(z) = 0, isto ¢, f"(x)+kf(x) =0,
sendo k = —f"(0)/£(0).

Quanto ao item (b), suponhamos, inicialmente, que f(0) =
1. Derivando @ em relagdo a y, obtemos
ety fl@—y) —2f(@+y)f'(@—y) + fle+y)f'(z—y)
=2(f"()* + f(W) " ()

IRecorde, da 12 pagina da aula Ezercicios - Parte II, do médulo
Férmulas de Diferenciagdo, a regra W = af'(at +b).
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Assim, fazendo x = y, chegamos a igualdade
£"(22) £(0) — 2f'(22) £(0) + f(22) f"(0)
=2(f'(x)* + f(a)f"(x)).

Dela decorre, pelas substituigoes f(0) = 1, f/(0) =0, f(0) =
—ke f'(z) = —kf(z), a relacdo

—2kf(2x) = 2(f'(x)? — kf(z)?),

ou seja,
kf(2x) = kf(z)? = f'(2)%, (7)
para todo x.
Se k = 0, vemos da tltima igualdade que/f’ =0, de sorte
que f é constante. Assim,

f(x) = f(0) =1 = cos(v0 -x), Va R,

Caso k seja ndo nulo, devemos provar que k > 0. Dai,
pelo exemplo anterior, valera

f(@) = £(0) cos Va4 (f/(0)/vVk)sen Vkz = cos Vi

para todo x.
Substituindo x por /2 na relagio , vem que

oy = (a2 + TELE

Portanto, se fosse-k < 0, f seria ndo negativa. Por sua
vez, " =+(—k)- f também seria ndo negativa, de onde
concluirfamos a convexidade de f. Assim, o exemplo 2 da
aula Fxercicios - Parte II, do médulo Derivada como Fungao,
implicaria a validade de pelo menos um dos limites abaixo:

Isso contradiz a limitacao de f, logo, k deve ser positivo.
No caso em que f(0) = —1, os argumentos anteriores
aplicados a —f ddo —f(z) = cos Vkz, para todo .
O
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Dicas para o Professor

A equagdo diferencial ordindria (EDO) de 1 ordem

f/:af7 (8)

em que a é uma constante real, fornece um modelo ma-
tematico simples para varios fendmenos importantes, como
decaimento radioativo, resfriamento de wm corpo e cresci-
mento populacional.

De acordo com a solugao do exemplo 2 da aula Exercicios
- Parte I, do médulo Formulas de Diferenciacdo, as funcoes
f: R — R tais que f' = f sdo multiplas da exponencial (e
reciprocamente). De outro modo, f é uma solucdo de com
a =1 se, e somente se, f(r) = f(0)e”. Dai, é simples obter
a solucao geral de para a arbitrario. De fato, supondo
a#0e f =af,afungio g(x) = f(z/a), z € R, satisfaz

g'(x) = f'(z/a)/a = f(x/a) = g(z),

de sorte que g(x) = g(0)e*. Pelas relacoes g(0) = f(0) e
f(z) = g(ax), fica facil obter a solugdo geral da EDO (8]
F(z) = F(0)ee.
Por outro lado, se a, b sao nimeros reais fixados, a EDO
de 2% ordem
f"+af +bf=0 (9)

também modela cendrios fisicos relevantes, dentre os quais
podemos citar o sistema massa-mola e os circuitos elétricos
RLC. Na referéncia [1], o leitor encontrard uma discussio
instrutiva dessas aplicacoes do Célculo a Fisica.

Ainda na referéncia [1], apresenta-se a solucdo geral da
EDO @D, reduzindo seu estudo a andlise da EDO de 22 ordem
simplificada

f"+kf=0. (10)

Invocando o exemplo [5] a solucao geral dessa EDO, no caso
em que k > 0, é uma combinacéo linear das funcées cos vkx
e sen Vkx. Alids, com pequenas adaptacdes na solucdo da-
quele exemplo, o leitor podera provar que a solugao geral
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de , para k < 0, é uma combinacao linear das funcdes
trigonométricas hiperbélicas [?| cosh /—kx e senh /—kx 2| Fi-
nalmente, as solugoes de quando k é nulo consistem das
fungoes afins.

Tendo completado o estudo da EDO f”+kf = 0, podemos
determinar o conjunto-solucao da equagao funcional . Com
efeito, o item (a) do ltimo exemplo garante que as solugoes
de sao as funcdes + cos Vkx e + cosh Vkz, para k > 0.

Duas sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Cdlculo, 2% ed. Rio de
Janeiro: SBM, Rio de Janeiro, 2022.

2. R. Gelca e T. Andreescu. Putnam and Beyond, 2% ed.
Springer Nature, Cham, 2017.

2Confira a discussdo anterior ao exemplo 4 da aula Ezercicios - Parte
I, do médulo Férmulas de Diferenciagao.

3Nesse sentido, o exemplo 3 da aula Ezercicios - Parte II, do médulo
Férmulas de Diferenciagdo, pode ser util.
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