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1 Area de um triangulo

Na aula Equag¢io da Reta (Médulo 1 de Geometria
Analitica) estudamos a condi¢do para que trés pontos
Ar = (z1,51), A2 = (22,92) e A3 = (x3,y3) sejam coli-
neares:

r1T X2 T X1
Y Y2 ¥y WU
Naquela aula, deduzimos esta condicao de alinhamento
de duas maneiras distintas. Em uma delas, provamos
que a area do tridngulo ABC, cujos vértices sdo A; =
(z1,91), A2 = (22,92) e A3 = (73,y3), ¢ dada por

=0. (1)

r1 T2 T3 I

A1 A5 A3) = 2
(A14245) i Yo Y3 i )

1
2

onde

Ty T2 T3 1
Yy Y2 Ys Y1
= |21y + T2y3 + x3Y1 — Toy1 — T3Y2 — T1Y3|.

No caso em que os pontos sao colineares, o triangulo tem
drea zero e obtemos ().

O célculo da expressao acima pode ser facilmente recor-
dado se percebermos que ele pode ser obtido de acordo
com o seguinte esquema:

T2Y1 T3Y2 T1Ys3

oas
XX X
v

No diagrama acima, uma seta indica que os elementos que
ela percorre serao multiplicados para gerar o produto que
aparece no final da seta:

Os produtos x1y2, 3y3 € x3y1 sao tomados com sinal po-
sitivo, enquanto os produtos x2y1, T3y2 € x1ys sao tomados
com sinal negativo. Em seguida, tomamos o valor absoluto

da expressao assim obtida e multiplicamos o resultado por
1

§ .
Também é possivel escrever essa expressao como um de-
terminante 3 x 3:

Ty T2 T3

=y Y2 Y3 | (3)
Yr Y2 Ys Wi 1 1 1

Ty T2 T3 11

Sugerimos que, a titulo de recordacao, o leitor leia a
primeira se¢ao da aula Fquac¢ao da Reta, onde poderd en-
contrar os detalhes da exposi¢ao acima.

A seguir, iremos deduzir novamente a férmula (2]), dessa
vez usando as férmulas da distancia entre dois pontos e da
distancia entre ponto e reta.

Ay
Az
Ay
Figura 1: a drea de A;AxA3 é % - AgAs - d(A1, AxAs).

Na figura[ll vemos o tridngulo A; As A3, de vértices A; =
(21,91), A2 = (22,12) e Az = (w3, ¥3)-

E bem sabido que a area do triangulo A1 AsAs, que va-
mos denotar por (A1 Az As), é dada por

1
(A1 A3A3) = 3 AsAs - d(Aq, AsA3),
onde Az A3 é o comprimento do segmento ligando os pontos
Ag e A e d(A1, A2A3) é a distancia entre o ponto 4; e a
reta que passa pelos pontos As e As.
Nas aulas anteriores, aprendemos a calcular a distancia

entre dois pontos e a distancia entre ponto e reta:

AsAz = \/(z2 — 13)2 + (y2 — y3)2

lazy + byr + ¢|
Vaz £z
onde ax + by + ¢ = 0 é a equacdo da reta AsAs.

Para obter a equagdo da reta AyAs, podemos usar a
férmula ([I):

d(Ar, AsAz) =

T2 I3
Y2 Y3

r X2
Yy Y2

=0«

& Toy3 + T3y + Y2 — T3Yy2 — Y3T — 22y = 0 &

& (Y2 —ys3)z + (x3 — 22)y + (z2y3 — x3y2) = 0.
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Dessa forma, a = yo —y3, b = T3 — T2 € ¢ = Toys —
T3y2. Substituindo tais valores na expressao acima para
d(Ay, A2 A3), obtemos

|(y2 — y3)w1 + (x3 — 2)Yy1 + T2y — 3Y2)
V(2 —y3)2 + (23 — 2)2

Observe que o denominador dessa ultima fracao é exa-
tamente igual a As A3, de forma que

d(Ay, Ay Az) =

AgAz-d(Ay, A2A3) = |(y2—y3)w1+(23—22) Y1 +T2y3—T3Y2|.

Portanto, a area do triangulo pode ser escrita como

1
(A1A2A3) = 3 |z1y2 — 21y3 + T3Y1 — Tay1 + T2ys — T3Y2],

e essa tltima expressdo é exatamente (2I).

Observacdo 1. Agrupando termos semelhantes ([2), pode-
se verificar diretamente que a drea do triangulo Ay A3 As é
igual a
A Ao A :l.xQ_xl Y2 — Y1 _
(A1A243) = 3 Ts— 21 Y3 — U @)
=5 (@2 —21)(ys —y1) — (23 — 1) (Y3 — 91|
Vejamos um exemplo de aplica¢ao da férmula (2).

Exemplo 2. A drea de um triangulo ABC ¢é (ABC) =
4, e dois de seus vértices sao A = (2,1) e B = (3,-2).
Sabendo que o terceiro vértice C' encontra-se sobre o eixo
das abscissas, encontre suas coordenadas.

Solugao. Como C' estd sobre o eixo das abscissas, temos
que C = (,0), com z € R. Usando a férmula (2], obtemos
12 3 = 2|_ 4
211 -2 0 147
Dessa igualdade, segue que

| -44+2x—-3+4+22|=8

ou, 0 que é o mesmo, |3z'= 7| = 8. Assim, 3z — 7 = —8 ou
3x—T7=8, desorteque:z::—% ou xr =7>5.
Logo, C = (—1/3,0) ou C = (5,0). O

2 Area de poligonos

Vamos mais uma vez relembrar o que vimos na aula sobre
a equacao da reta.

Sejam A;, Ay, As e Ay 0s quatro vértices de um qua-
drilatero convexo, nomeados consecutivamente no sentido
anti-hordrio (veja a figura[2).

Podemos verificar diretamente que

r1 T2 X3 T4 X7
Y Y2 Ys Y4 WY1
Iy T2 X4 IT1
Y Y2 Ya Y1

(5)

T2 X3 T4 X2
Y2 Ys Ys Y2

Dividindo ambos os membros da igualdade acima por
2, e utilizando (@), obtemos uma igualdade cujo segundo
membro é igual & soma das dreas dos triangulos A; A3 Ay e
AsA3Ay, ou seja, éigual a drea do quadrilatero A1 A Az A,.
Portanto,

1 1 X9 T3 T4 T
A1 AgAsAy) = = - 6
(123)2y1y2y3y4y1 (©)
onde (A1 A3 A3 A,) denota a drea do quadrildtero e devemos
considerar o valor absoluto da expressao que esta entre as
barras verticais.

Em geral, se A1As ... A, é um poligono convexo com n
lados e tal que os vértices A1, Ag, ..., A, sfo enumerados
consecutivamente num sentido de percurso fixado (horéario
ou anti-hordrio), entdo sua drea é dada por

1 |z 29 ooz, 1
A1 AsAsAy) == " . 7
WA AA) =5y e e w 0
Aqui, novamente devemos considerar o valor absoluto da
expressao que esta entre as barras verticais.

gl T2 Ty T3

Figura 2: o quadrildtero convexo A As A3A,, dividido nos
triﬁmgulos A1A2A4 e A2A3A4.

Exemplo 3. Calcule a drea de um poligono regular de n
lados em funcdo de n e do raio R do circulo circunscrito
a esse poligono.

Solugao. Podemos escolher o sistema de eixos de modo
que a origem coincida com o centro do circulo circunscrito
ao poligono.

Também podemos supor, sem perda de generalidade,
que um dos vértices do poligono é o ponto (R,0). Entéo,
sendo 0 = 27” a medida do angulo central correspon-
dente a um lado do poligono, os demais vértices corres-
pondem aos pontos (Rcosf, Rsenf), (R cos26, Rsen26),
(Rcos30, Rsen30),...(Rcos(n — 2)0,Rsen(n — 2)0) e
(Rcos(n — 1)8, Rsen (n — 1)0) (veja a figura [3).
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>

(Rcos20, R sen 20)

(Rcosf, R senf)

(R,0)

(Rcos(n —1)8, R sen (n — 1)8)

Figura 3: um poligono regular de n lados.

Assim, denotando por A,, a area de um poligono regular
de n lados inscrito no circulo de raio R, obtemos

A _ 1 | R Rcos Rcos20 Rcos(n—1)0 R
" 7210 Rsenf Rsen20 Rsen(n—1)0 0
R2
=5 |sen 6 + sen 26 cos 6 + sen 36 cos 26

+sen46fcos30 4 --- +sen (n — 1)f cos(n — 2)0
— sen 6 cos 260 — sen 26 cos 360 — sen 36 cos 460

— -+~ —sen(n —2)0cos(n — 1)§ —sen(n — 1)0|.

Agrupando os produtos de senos e cossenos e usar a
férmula do seno da diferenca

sen (o — ) = senacos 3 = sen 3 cos a,

obtemos sucessivamente

2
A, = % . }sen6‘+ (sen290056‘ — sen0cos29)

+ (sen 36 cos 26— sen 26 cos 36)
+ (sen 460 cos 30 — sen 36 cos 49)
+ -+ (sen (n — 1)f cos(n — 2)0
— sen(n.— 2)fcos(n — 1))
—sen (n — 1))
= — - |senf@+scn (20 — 0) + sen (30 — 20) + - --
+sen ((n —1)§ — (n —2)0) —sen ((n — 1))

R
=) [(n —1)sen® — sen ((n — 1)8)|.

Agora, como § = 2Z, temos que
n

sen ((n — 1)6) = sen (27r - 2—7T) = —sem2—7T = —senf.
n

n

nR? 2m
A, = - |(n —1)sen + senf| = = |sen;‘.
O

Podemos resumir o resultado do exemplo anterior escre-
vendo

Observe que nao hé necessidade do médulo na tultima
expressao acima, pois, como n > 3, temos 27” < 7 e, dai,
sen 27” > 0.

Como casos particularesda formula acima, temos que

3V3R? 3V3R?
= \/; o A4=2R2 (§ A(;: \/;

sao as areas do triangulo equildtero, do quadrado e do
hexagono regular, respectivamente, dadas em funcao do
raio R do circulo circunscrito a tais poligonos.

3

3 Uma aplicacao interessante

Nesta sec¢ao, aplicaremos os resultados das secoes anterio-
res para resolver um problema nao trivial.

Exemplo 4. Seja ABC um triangulo. Sobre o lado AB
desse triangulo, marcamos dois pontos P e @ de modo
que AP = PQ = QB, e sobre o lado BC desse mesmo
triangulo, marcamos dois pontos M e N tais que BM =
MN = NC. Os segmentos AM, AN, CP e CQ se in-
tersectam e, ao fazé-lo, delimitam um quadrildtero contido
no interior do triangulo, o qual se encontra destacado em
verde na figura[§} Mostre que a razdo entre as dreas do
triangulo ABC' e do quadrildtero em questdo serd sempre a

mesma, nao dependendo da escolha particular do triangulo
ABC.

B M N C

Figura 4: quadrilatero no interior de um triangulo.
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Solugao. Chamemos de T a drea do triangulo ABC e de
L a édrea do quadrildtero destacado na figura @l Vamos
mostrar que % = %.

Escolha um sistema de eixos de modo que C' = (0,0)
seja a origem e B = (b, 0) esteja sobre o eixo das abscissas.
Além disso, seja A = (x4,y4). A drea do tridngulo ABC

é

1‘0 za4 b 0‘_|b-yA|

T=-.
2710 ya 0 0 2

Vamos, agora, encontrar as coordenadas dos vértices do
quadrilatero situado no interior do triangulo.

Como os pontos P e @ dividem o lado AB em trés partes
iguais, temos

_ya _ 2ya
Yo = 3 € Yyp = 3
Por outro lado, a equacao da reta AB éy = mz‘:b (z—0).

)

Dai, segue que x = b+ y(my#;b, de sorte que

wA—bi 20+ x4

TQ=b+—3 3

2IA—2b_b+2$A
3 3

Uma vez que C' = (0,0) é a origem, as equagoes das retas
CP e CQ sao, respectivamente,

zp=b+

yp o _2ya
Tp b+ 2z

CP:y=

Ya Yya
CQ:y=2=% 2= .
@y rQ . 2b+ x4 v

Para obter as equagdes das retas AM e AN, comegamos
notando que as coordenadas de M ‘e N sao M = (%b,O) e
N = (%, 0), pois os pontos M e N dividem o lado BC em
trés partes iguais. Assim, as equacoes reduzidas das retas
AM e AN sao

ya
AM 1 y=—"——. —2b
Y= BT 2
AN 1y = ya - (3z —b).
3x4—0

Estamos finalmente em posicao de calcular as coorde-
nadas dos quatro pontos de intersegao dos dois pares de
retas acima. HEsses quatro pontos, que vamos chamar de
U=CPNAM,V = CQNAM, W = CQnN AN e
7 =CPMAN, sao os vértices do quadrildtero cuja drea L
queremos comparar com a area de ABC.

Por exemplo, para obter as coordenadas do ponto U,
resolvemos primeiramente a equagao

cp
—_—N—
2y -:v:yzyiA-(?)x—%)
24+ b 3x4 —2b
AM

ou, o que é 0 mesmo,

2x B 3z —2b
24 +b  3x4-—2b

Ora,
2x _ 3x —2b 6IA_4b-:17:3x—2b
204 +b  3x4—2b 24 +b
=2b= 3—M T =
204 + b
7$
2p = —— -
= 2§ 2ra+ b TN
24+ b
r=——

7

Portanto, xy = %7“’ e, substituindo. esse resultado na

equacgao de C'P, encontramos

_ 2y 4 dxa + 2 X _ 4y a
I = St b 7 o=
———
Ty

Assim, as coordenadas do ponto U sao

204 +b 4ya
U= —— .
(=5 %)

Raciocinando de modo anélogo, encontramos as coordena-
das dos demais pontos:

V:(xA+2b y_A>7

4 "4

A +2b ya

W = =
< 7 7))
204 +b 2y,
7 = — .
(%)

Agora, podemos utilizar a férmula (@) para calcular a
area L do quadrilatero UVW Z:

I — 1 ) Ty Ty ITw Tz U
2 \yu Yv Yw Yz Yu
1 4x A +2b Tx+2b zA+2b 2x A+b 4x A +2b
_ . 7 4 7 5 7
) dya ya ya 2ya dya
7 4 7 5 7
_ L |fzaya +2bya | zaya +2bya | 22aya +4bya
2 28 28 35
Braygd +4bysa  Araya +8bya  zaya +2bya
_l’_ — —
35 28 28
_ 2xayA +bya _m+4byA‘
35 35
_ 1 3bya  6Gbya
2 35 28
Simplificando, obtemos
9
L=—-1b
a0 " [oval;
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de sorte que

T |l/2 70

L 9Jbyz[/140 9~

Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir o material desta aula.

Caso vocé ja tenha visto com seus alunos a aula sobre a
equacao da reta, pode pular a Se¢do 1 ou percorré-la rapi-
damente, a titulo de revisao. No entanto, hé, na Secao 1,
uma demonstracao diferente daquela vista anteriormente
para a féormula da area do tridngulo. Vocé pode explorar
essa nova abordagem como aplicacao das férmulas para as
distancias de ponto a ponto e de ponto a reta.

E importante que vocé enfatize a necessidade de se con-
siderar o valor absoluto nas férmulas. O exemplo 2 mostra
que a presenca do médulo na férmula permite que possa-
mos encontrar as duas possiveis solugoes para o problema.

O exemplo [ é mais elaborado e trabalhoso, sendo mais
adequado a um trabalho de pesquisa com os alunos do que
para uma aula expositiva. De todo modo, uma possibili-
dade é fazer em sala o caso em que ABC é retangulo em
C; isso facilita bastante os cédlculos, uma vez que podemos
escolher a abscissa do ponto A como sendo igual a 0.
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