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1 Derivada como funcao

Nas aulas anteriores, discutimos por meio de resultados e
exemplos a nogao de derivada. Desde entao, denotamos o
valor da derivada (caso exista) de uma funcdo f em um ponto
a de seu dominio por f’(a) (notacdo de Lagrange).

Todavia, convém introduzir uma outra notacao, devida
a Leibniz, segundo a qual escrevemos %cha para indicar
a derivada de y = f(z) em a. Sendo assim, pondo Ay =
fla+ Az) — f(a), tem-se, por convengao,

dy _ Ay,
% - Az—0 Ax o f (a)’

r=a

caso o limite exista.
Por exemplo, de acordo com célculos anteriores,
d(z?)

dz

= 37| =12,

r==2

r=—2
enquanto W‘x:o = Cosxlmzo =1.

A notacao de Leibniz pode simplificar a escrita de algumas
formulas importantes, facilitando sua memorizagao E[, como ¢
o caso da regra da cadeia (veja o proximo médulo).

Com essas notagoes, sendo y = f(z) uma fungao derivdvel,
podemos denotar sua derivada tanto por f’ quanto por %.
Mais precisamente, dada uma funcao f: I — R, se J C [ for
o conjunto dos pontos em que f é derivavel, podemos definir
a fungdo derivada, ou primeira derivada, f' de f como

ff:J—= R
/ ? (]‘)
z = f'(x)
sendo j—g uma notagao substituta para f’.

IE importante frisar que essa nao foi a motivacdo original para
introduzir a notagdo. Veja a seg¢do “Dicas para o Professor”.
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2 Exemplos
Os préximos dois exemplos seguem da proposi¢ao 8 da aula
Fungoes Racionais, do médulo Leis do Limite - Parte 2.

Exemplo 1. Sep: R — R € a fun¢do polinomial de grau
n > 1 definida por

p(x) = apa™ + An_12" V4 F az® 4 a1z + ao,
entdo a primeira derivada de p, p' : R — R, é a_funcdo
polinomial de grau n — 1 dada por

P (x) = napx™ 4+ (0 — Dap_ 12" 2+ ... 4 2090 + a1. (2)

Exemplo 2. Sejam p e q fungdes polinomiais, ¢ 0, e A
o conjunto das raizes reais de q. Entao, a funcdo racional
r: R\ A = R, dada por r(z) = p(a)/q(z), admite func¢do
derivada v’ : R\ A — R que se exprime pela regra

Em particular, v também é uma funcdo racional.

Como aplicagdo da relagao , sendo x um nimero real
nao nulo e n um inteiro negativo, temos

d(z™)  d(lfz™™) 0.z — (—n)z !
de - dv. x—m

Exemplo 3. De acordo com a primeira aula desse méddulo,
a_primeira derivada da fungcdo modular é a funcdo real de
dominio R\ {0} e regra 0 # z — x/|z|.

n—1

= nx

Para o préoximo exemplo — uma releitura do corolario 7
da aula Reta Tangente - Parte 1 —, sejam D = [0, 4+ 0o0) ou
D =R, conforme n seja par ou impar.

Exemplo 4. Dado um numero natural n, seja f: D — R a
funcdo raiz n-ésima. Entdo, a primeira derivada de f € a
fungdo f': D\ {0} — R, definida por

f() = ok, (4)

n
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Observacdo 5. Em breve, provaremos que se m € um numero

real qualquer e x é positivo, entdo a fung¢do 0 < x +— ™ €
derivavel, valendo

d(z™)
dx

= ma™ L.
Por enquanto, constatamos nos exemplos anteriores a vali-
dade dessa formula se m for inteiro (ewemplos e@) ou se

1/m for natural (exemplo [4)).

H&a exemplos de fungdes f : R — R sem derivada em
ponto algum. De fato, veremos na préxima aula que uma
fun¢ao derivavel em um ponto também é continua nesse ponto.
Portanto, se construirmos uma funcéo f : R — R descontinua
em todos os pontos da reta, seguirda que f nao é derivavel em
ponto nenhum.

Como um exemplo de fun¢do descontinua em cada ntimero
real, podemos tomar f : R — R dada por

_JlsezecQ
f<x>—{07sex¢(@. o)

Com efeito, digamos; por ‘contradi¢do, que f fosse continua
em a. Tomando £ = 1/2 na defini¢do de func¢do continua,
existiria § > 0 tal que

[z —al <6 =|f(z) - fla)] <1/2. (6)
Em particular,
[z —ally—al <é=|f(z) - fly)l <1, (7)
pois, pela desigualdade triangular e por @, temos

|f(@) = fW)l = [f(z) = fa)] = [f(y) = fa)]|
< [f(z) = fla)| +[f(y) — f(a)]
<1/241/2=1.
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Por outro lado, como existem nimeros racionais e irracionais
em cada intervalo aberto da reta EL podemos escolher x € Q
ey € R\ Q tais que |z — al,|Jy — a|] < §, de forma que
|f(z) — f(y)| = 1, contradizendo (7).

Observacao 6. Sendo J o conjunto dos pontos nos quais uma
funcdo f: I — R € derivdvel, pode ocorrer que:

(i) J =1 (isto €, f é derivdvel), como nos exemplos|[1] e[2:
(ii) @ # J C I, fato observado nos exemplos[3 e [
(iii) J =&, como no caso da fungio f definida por .

3 A derivada do logaritmo natural

Na aula Continuidade em um Ponto - Parte I, do mdédulo
de funcgdes continuas, o nimero de Euler foi definido como

e= lim (1+1)n. (8)

n—-+4oo n
Mais geralmente, temos o

Teorema 7. Os limites a sequir sao verdadeiros:

(1) )
lim (1 + 1) —e. (9)

T—+00 €T
(#d)
lim (14~ I—e (10)
- = e€.

r—r— 00
2Isto é, Q e R \ Q sdo densos em R. A densidade de Q consiste da
proposi¢ao 2 da aula Continuidade em um Ponto - Parte I. Dai, dado
um intervalo aberto (a,b), existe algum ntimero racional r satisfazendo
a—V2<r<b-— ﬁ, de sorte que r + v/2 é um irracional do intervalo
(a,b), verificando assim a densidade de R\ Q.
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Prova. Primeiro vejamos como o limite em (i) implica a
relacdo em (ii). Fazendo a mudanga de varidvel x = —t no
primeiro limite, obtemos
t—1\""
t

1 t
= (1 " tl)

1 \t!
14—
)

sendo que, na iltima passagem, utilizamos a‘igualdade

o) = st ()

juntamente com o fato de que

. 1
t—lyfnoo <1 * t—‘l) =1

9]
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Portanto,

i t—1 1\
lim (1 + —) =e= lim (1 + ) =e.
t——o00 t—1 t——o0 t

Agora, provaremos (i). Como se trata de um limite para
x = 400, podemos supor z > 1 nos argumentos que seguem.
Denotando por n, a parte inteira do niimero real x, teremos
n, ENe

ng <x < ng+1,
para cada x > 1. Temos, entdo, as desigualdades
1

1
<l4+-<1+—
1 T Ny

14
Ny
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a partir das quais as propriedades de poténcias dao
1 Ny 1 Ny 1 T
(i) <(0e3) =03
ng +1 x T

1 Ng+1 1 Ng+1
< (1 + ) < (1 + ) ;
T Ny
em particular,

1 Ny 1 x 1 Nge+1
(1+ > <<1+> <(1+> - (11)

Observando que n, — 400 quando r — 4005 seguem da
relacao as seguintes igualdades

1 Ny ng+1
lim (1 + ) =e= lim <1 + > .
T—+00 Ny +1 x— 400 Ny

Logo, a partir das desigualdades em e do teorema do
confronto, obtemos

1 T
lim (1 + ) =e.
r——+00 X

O
Fazendo x = 1/tnos limites @D e , vem que
Jim (1.4 D/t =e= i (14 RS
de onde obtém-se que
lim (1 + 1)/ =e. (12)

t—0

Agora, temos informacoes suficientes para determinar a
fungao derivada do logaritmo natural.

Teorema 8. A primeira derivada do logaritmo natural é a
fungao reciproca, definida nos reais positivos. Em outras
palavras, In € derivdvel e

d(lnz 1
(Inz) =, (13)
dx x
para cada numero real positivo x.
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Prova. Comegaremos calculando a derivada de In na origem.
Pela continuidade da fungéo logaritmo, a relagao (12) permite
escrever

In'(0) = lim 2L %

t—0 t
_ ; 1/t — —
—lnug%(l—kt) | =lne=1.

= lim In(1 + ¢)
150

Portanto, se z > 0, temos

In(x+t) —Inz y In (1+4t/x)

In’(z) = lim — lim
t—0 t t—0 t
1 In(1 —t/a
i (L A+ t/e) Y h=tye 1 (1 A B)
=0T t/x 2 h—0 h
1 1
=-1n'(0) = =,
S'(0) =
0 que encerra a demonstracao. 0

Exemplo 9. Mostre que a reta r, tangente ao grafico da
fungdo In no ponto de abscissa e, passa pela origem.

Solugao. De fato, utilizando a férmula (13]), temos

d(lnx) 1

dr |,_, e

Assim, a reta r admite equagdo y =Ine + (z —e)/e = z/e,
de onde se vé que r passa pela origem. O

4 A derivada da exponencial
Teorema 10. A primeira derivada da fun¢do exponencial de

base e € ela mesma. De outro modo, a funcdo de R em R,
x +— e*, € derivdvel e

de)
e (14)

qualquer que seja o numero real x.
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Prova. Seja exp : R — R a fungdo exponencial de base e.
Assim, exp é a inversa de In, uma fun¢éo com derivada nédo
nula em cada ponto do seu dominio (por ) Pela primeira
parte do teorema 6 da aula Reta Tangente - Parte I, segue
que exp é derivavel em qualquer ponto x = Iny, com

1 1
W'y 1/y

como queriamos. J

xT

:y:e’

exp’ ()

Exemplo 11. Se a € um numero real positivo diferente de 1,
demonstre as formulas

d(log, x) 1
a — 1
dx zlna’ (15)
d(dc;) =a"lna. (16)

Solugao. Pela formula da mudanga de base, temos
log, z =Inz/Ina.
Portanto,

d(log, x) \ N log,(z + h) — log,

dz h—0 h
~ lim 1 In(+h)—Inz
r—0 \lna h
1 1
= 1 ! = .
Ina w(z) zlna

Deixaremos a justificativa da 22 férmula a cargo do leitor,
sugerindo que proceda como na prova do teorema [I0] O

Corolario 12. Funcoes logaritmicas e exponenciais sdo de-
rivdveis. As regras de suas funcdes derivadas sao expressas

pelas formulas e .
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Observacdo 13. O leitor deve ter observado que o ponto
crucial na obtencdo da derivada de In consistiu no cdlculo de
In’(0). Na verdade, a relagdo In’(0) = 1 seque do exemplo 6
da aula Vérias Técnicas, do mddulo Leis do Limite - Parte 2.
Para manter a exposicdo autossuficiente, decidimos evitar o
uso daquele exemplo, ja que a solucdo apresentada depende
de uma interpretacdo geométrica da quantidade Inx que, em
n0sso curso, s6 serd obtida quando tratarmos do conceito de
integral.

Dicas para o Professor

Em relagao ao exemplo onde construimos uma funcao real,
definida em R e sem derivada em nenthum ponto (veja (5])),
vale a pena mencionar que existem-fungoes continuas de R
em R sem derivada em ponto nenhum (se¢ao 9.7 da referéncia
).
A definicao de derivada,

Ay
/ _ . =J
fla)= Jim o

como limite de um quociente de variagoes, relaciona-se com
a notagao % introduzida nessa aula. Leibniz imaginava uma
variagdo infinitesimal E|dx (uma extrapolacdo da variacao real
Az) da varidvel independente e a correspondente varia¢ao
infinitesimal dy = f(a + dx) — f(a) da varidvel dependente.
Dai, tomava a parte real do quociente dy/dx daqueles infini-
tesimais como a derivada (ou taxa de variagdo instantdnea)
de f no ponto a.

Antes de exemplicar o processo, convém informar que essa
abordagem via infinitésimos, por mais intuitiva que possa pa-
recer, exigia, como proposto por Leibniz, a introdugao dos cha-
mados nimeros ideais, perfazendo-se uma extensao ntmerica
de R, juntamente com um conjunto de leis e principios que

3Em um sentido intuitivo, “infinitesimal” é o mesmo que “infinita-
mente pequeno”.
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se propunham a justificar as regras de calculo. Como a for-
malizacao da teoria se mostrou nao trivial e, de acordo com
MACHADO (cf. [3]), “...como Leibniz e seus seguidores
nao forneceram uma base matemadtica bem fundada e convin-
cente para o novo sistema numérico proposto, este foi tratado
com muita suspeita e desconfianga por muitos mateméticos
e filésofos dos séculos XVIII e XIX, culminando no gradual
declinio da teoria dos ideais de Leibniz e na sua substitui¢ao
pela teoria dos limites de Bernard Bolzano (1781-1848 A.D.)
e Karl Weierstrass (1815-1897 A.D.), predominante até a
atualidade e também conhecida como Método & = §, cuja
formulagdo é puramente aritmética. Tal método permitiu
que os matematicos removessem os numeros. infinitesimais
e infinitos dos cursos de Anélise, e, em meados do século
XIX, tais conceitos ja haviam sido expurgados da comuni-
dade matemética, assim como a dependéncia dos conceitos
geométricos intuitivos e dos diagramas. Nesse periodo, os
ideais de Leibniz persistiram apenas como ajudantes intuiti-
vos para fisicos, engenheiros e matematicos que lidavam com
integrais multiplas, e assim permanecem sendo tratados pela
maioria da comunidade matemaética contemporanea.”

Demorariam cerca de 300 anos para que a formulagao
leibniziana repousasse em bases sélidas. De fato, ao longo
da década de 60 do século passado, Abraham Robinson, um
matematico especializado em légica, conferiu rigor ao conceito
de infinitesimal ao-dar significado matematico aos ntimeros
ideais de Leibniz (agora chamados hiperreais). “E, em 1966,
publicou seus resultados em seu aclamado livro Non-standard
Analysis ([4]), fundando a drea que ficaria conhecida como
Andlise Nao Padrdo” (MACHADO, [3].)

Passemos as formalidades. Primeiramente, existe um
corpo ordenado H D R, o corpo dos hiperreais, contendo
infinitesimais nao nulos, em que § € H é um infinitesimal se
|0| < x, para cada ntimero real positivo z. Algumas regras:
a soma ou produto de infinitesimais ainda é um infinitesimal;
o produto de um nimero real por um infinitesimal também
resulta num infinitesimal; além disso, toda funcdo f: R — R

http://matematica.obmep.org.br/ P.10
matematica@obmep.org.br



admite uma tnica extensao f: H — H. E|

Por exemplo vejamos como calcular f'(a), para a € R,
se f(x) = 2® — 2 + 1. Devemos escolher um infinitesimal
dx # 0, calcular dy = f(a + dx) — f(a) e o quociente dy/dz,
escrevendo-o na forma r + §, em que r é um numero real e §
é um infinitesimal. A parte real r de dy/dx serd a derivada
de f em a (naturalmente, esperamos obter f’(a) = 3a? — 1).

Pois bem,

dy = f(a + d.]?) - f(a)
= [(a+dz)® — (a4 dx) + 1] — (a® —a+1)
= dz{(3a% — 1) + [3adz + (dx)?]},

de sorte que dy/dz = (3a% — 1) + 4, sendo 8§ = 3adx + (dz)?
um infinitesimal. Assim, f’(a) = 3a? =1, j4 que o 2° membro
é a parte real de dy/dx. Afinal, Leibniz tinha razao.

Ao leitor interessado em uma introducdo ao Cdlculo Infi-
nitesimal, sugerimos a referéncia [2].

Duas sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetdo desse material.
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4Para simplificar a notacio, denotamos a funcéo e sua extensio pela
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