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O Calculo permite que analisemos situacées geométricas
dindmicas, ou seja, situacées em que os objetos mudam de
posicdo com o tempo. O objeto geométrico mais simples é
o ponto e o movimento mais simples que um ponto pode
fazer é em linha reta. Se a reta estiver em correspondéncia
com os numeros reais, a posi¢cdo do ponto em cada instante
é determinada por um nimero real. Assim, o movimento de
um ponto sobre uma reta pode ser descrito por uma fungao
real de varidvel real (uma funcao de R em R).

1 Velocidade média e velocidade ins-
tantanea

Suponha que um ponto P esteja’em movimento sobre uma
reta. Para medirmos a posicdo desse ponto, consideramos
essa reta como um eizo orientado, com origem O. Assim, em
cada instante de tempo; o ponto P ocupa uma posi¢cdo na
reta, determinada por um ntimero real z(¢) que corresponde
a coordenada do ponto sobre a reta.

Costumamos medir o tempo a partir do instante ¢t = 0, ou,
se necessario, a partir de um instante t =ty > 0. A posi¢do
do ponto P mno instante ty é chamada posi¢do inicial do
ponto e é denotada por zg = x(tg). Queremos medir quao
rapido o ponto P se move sobre a reta, em um certo intervalo
de tempo.

Suponhamos que, no intervalo de tempo [to,t], com ¢t >
to, o ponto se move em um s6 sentido, digamos, no sentido
positivo do eixo: Isto quer dizer que, se ti,ta € [to,t] sdo
tais que t1\ < to, entdo xz(t1) < xz(t2), ou seja, a fungdo
x : [to,t] =R é crescente.

Usamos o simbolo At = t — ¢y para indicar o compri-
mento do intervalo [tg,t], ou seja, a duracdo do movimento.
Usamos o simbolo Az para indicar a distancia que o ponto
P percorreu durante o intervalo de tempo [to,t], ou seja,
Az = x — 9 = z(t) — z(tp). A velocidade média do
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ponto P no intervalo [to,t] é, por defini¢do, a razdo

- % _ x(t) x(to). (1)
t t—to
Mantendo a hip6tese de que x é uma funcao crescente no
intervalo [to,t], temos que z(t) > x(tg), logo, Az = x(t) —
x(to) > 0 e, portanto, v, = % > 0. Neste caso, o sentido do
movimento coincide com a orientagio do eixo (veja'a figura
a seguir).

Sentido do movimento

z(to) x(t)

Caso a fungéo x seja decrescente no intervalo [to,t], temos
Az =x(t) —x(to) <0e v, = % < 0. Neste caso, o sentido
do movimento é contrério a orientagao do eixo (veja a figura
a seguir).

Sentido do movimento

x(t) x(to)

Enfatizamos que, no intervalo [t,t], estamos supondo que
o ponto P se move sempre em um s6 sentido, ou seja, = é
crescente nesse intervalo, ou decrescente nesse intervalo.

Se o intervalo de tempo for pequeno, obtemos a veloci-
dade média de P quando ele se move “um pouco” a partir
da posigao z¢ = z(tp). Assim, & medida que diminuimos o in-
tervalo de tempo At, encontramos v,, cada vez mais préxima
da velocidade de P exatamente no instante tg.
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x(to + At) x(to) z(to + At)

com At <0 com At >0

Podemos também considerar At negativo, de forma que a
posicao z(to + At) seja aquela ocupada pelo ponto P_um
pouco antes do instante tg.
Definimos a velocidade instantanea v(t(), do ponto P
no intante ty, como o limite
x(t) — x(to)

Az
to) = lim =2 — i 2 — ) P
vlto) = lim 77 = fim —— 2)

ou
T Z‘(tQ—FAt) —x(to)
v(to) = Alglo At

. (3)

Uma obje¢ao inicial & nocao de velocidade instantanea €
o fato de que, em um instante, ndo ha intervalo de tempo,
portanto nao h&d movimento, logo, nao poderia haver uma
velocidade. Para contornar essa dificuldade, devemos pensar
na velocidade no instante o como um ntimerd] associado ao
ponto P que informa a tendéncia de movimento desse ponto
nesse instante.

Na figura a seguir, sabemos que o passaro voa da esquerda
para a direita, embora tenhamos apenas uma imagem pa-
rada.

Isso é possivel porque a disposi¢ao do corpo do passaro no ar
nos dé uma informagao além da sua posi¢ao no instante: ela

IEm geral, a velocidade é uma grandeza vetorial. No caso do mo-
vimento em uma reta, a diregdo estd fixada (é a diregdo da reta) e o
sentido é dado pelo sinal da velocidade.
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também nos diz qual é a tendéncia de movimento do passaro.
A velocidade instantédnea funciona da mesma maneira. Asso-
ciada & posi¢ao x(t) do ponto P, em um instante de tempo
t, ela nos diz qual é a tendéncia de movimento desse ponto.
Em particular, ela nos permite estimar onde o ponto deve
estar apds uma pequena variagido de tempo.

Exemplo 1. Suponha que a posigdo de um ponto que se move
sobre um reta varia de modo uniforme, ou seja, que a velo-
cidade deste ponto seja constante ao longo do movimento.
Sabendo que x(0) = xo, calcule x(t) para cada instante t.

Solugdo. Seja v a velocidade (constante) do ponto. Entao,
v(t) = v, para todo t. Em particular, a-velocidade média em
qualquer intervalo ¢ igual a v, ou seja,

_ Az x(t) —x(0) a(t) — xo
A t—0 t o

V="

Assim, z(t) = xo + vt, para todo ¢.

Os célculos acima garantem que, se o ponto P se move
em uma reta com velocidade constante v, entdo sua posicao
é dada pela fungao afim z(t) = xo +vt. Neste caso, dizemos

que o ponto P realiza um movimento retilineo uniforme.
O

Exemplo 2. Suponha que a posi¢cio do ponto P seja dada,
em cada instante t > 0, pelo nimero x(t) = at?, onde a é
um numero real nao nulo. Encontre a velocidade do ponto
em cada instante do movimento.

Solugdo. Vamos usar o limite (3):

o(t) = lim x(t + At) — z(t)

At—0 At

. a(t+ At)? —at?

= hm B ——
At—0 At

Desenvolvendo o quadrado (t+ At)? e efetuando algumas
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simplifica¢Ges 6bvias, obtemos

a(t? 4+ 2tAt + At?) — at?

v(t) = lim, Al
02 4 2atAt + aAt? — ot
= lim
At—0 At
i (2at 4+ aAt) A%
T Al—0 At

= lim (2at + aAt) = 2at.
At—0

Com isso, concluimos que a velocidade v(¢t) em cada ins-
tante ¢ > 0 é dada por v(t) = 2at. O

O exemplo anterior é especialmente importante. porque
a velocidade varia de modo uniforme. No préximo exem-
plo, vamos analisar o caso em que a posi¢do x(t) do ponto é
dada, em func¢do do tempo ¢, por uma expressao quadratica
geral. (Observe que, na expressao para z(t) no enunciado
a seguir, denotamos o coeficiente de t? por 5, ao invés de
por a. Subsequentemente, justificaremos em termos fisicos o
porqué dessa escolha.)

Exemplo 3. Suponha que a posicio de um ponto em mo-
vimento sobre wma reta seja dada pela funcdo quadrdtica
x(t) = % + bt + ¢, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0.
Encontre o-significado dos coeficientes b e c.

Solucgao. Fazendo t = 0, obtemos

a - 02

xo = z(0) = +b-04+c=c

Assim, ¢ = xg é a posicao inicial do ponto P.
Para calcular a velocidade do ponto em um instante ¢,
recordemos que

x(t + At) — z(t)
NN At

3
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com
a(t+ At) — z(t) = g (t+ AD% +b(f + At) +X
-y
= 207 + 20t + (A1) + A —Zf/f
= atAt + - (At) + bAL.

Portanto,

atAt + £(At)? 4+ bAt

v(t) = Air—r}o At
_ (at + §AL + b) AT
= Ao AT

= lim (at 4 gAt I b)
At—0 2
=at + b,

de sorte que vy = v(0) = b é a velocidade no instante ¢ = 0,
chamada velocidade inicial do ponto P. O

Ainda em relagdo ao exemplo anterior, veremos a seguir
que o coeficiente a também tem um significado relevante.

Quando a = 0, retornamos a situacdo do Exemplo [II, em
que a velocidade é constante. Por outro lado, a fim de ana-
lisar o caso a # 0, e de modo anélogo ao que fizemos para a
velocidade, definimos a aceleragdo média do ponto P no
intervalo de tempo [t,t + At], de duragdo At, como sendo a

Tazao Av ot + At) —o(t)
v v(t + —v
Gm =N T T AL (4)

No Exemplo [3 j4 sabemos que a velocidade é dada, em
cada instante ¢, por v(t) = at + b. Logo, a acelera¢iao média
no intervalo [t,t + At] é dada por

v(t+ At —o(t) _ (a(f + At) + ) — (af +B) _
Gm =
At At
http://matematica.obmep.org.br/ P.6

matematica@obmep.org.br



Dessa forma, concluimos que o ponto P se move com acelera-
¢ao constante. O movimento do ponto P em uma reta, com
aceleracao constante, ¢ chamado movimento retilineo uni-
formemente acelerado.

2 Movimento harmoénico simples

Na se¢ao anterior, vimos que um ponto P que se move em
uma reta o faz de modo uniforme, isto é, com velocidade
constante v, se sua posi¢do no tempo é dada por uma funcao
afim z(t) = xo + vt. Vimos também que; se a posicao de
P ¢é dada por uma func¢io quadratica x(t) = % + vt + g,
entdo o ponto se move com aceleracao constante, ou seja, é
uniformemente variado.

Podemos considerar que z(t) pode ser dado por outras
funcdes conhecidas e, para cada escolha de uma dessas fun-
¢oOes, podemos nos perguntar que tipo de movimento o ponto
P reliza.

Por exemplo, se escolhermos z(t) como uma funcao perid-
dica do tempo, devemos esperar que o ponto P passe repe-
tidas vezes por uma mesma posi¢ado, uma vez para cada re-
peti¢ao da funcdo x(¢).

Assim, se z(t) = sent, o ponto P vai sempre se mover
no intervalo [—1,1] da reta orientada, descrevendo um mo-
vimento oscilatorio em torno da origem 0. Se A > 0, e
z(t) = Asent, entdo o ponto P se move no intervalo [—A,A],
razao pela qual o ntimero A é chamado amplitude do mo-
vimento.

A func¢ao seno tem periodo 27, ou seja, sen(t+27) = sen t.
Se quisermos que o movimento do ponto P seja periédico com
periodo T > 0 arbitrario, devemos fazer um ajuste do angulo,

escrevendo z(t) = Asen (2£). Com isso,

z(t+T) = Asen (27r- #) = Asen (? —|—27r)

o () <
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Chegamos, assim, a funcao

2(t) = Asen <%> , (5)

que determina a posi¢do de um ponto P, que se movimenta
em uma reta, oscilando entre os pontos —A e A e voltando
a um mesmo ponto apés um tempo T (o periodo do movi-
mento). Por tais razoes, dizemos que o ponto P realiza um
movimento harménico simples (abreviado MHS). Ou-
tra grandeza relacionada ao MHS ¢é a velocidade angular,
w= 2% Com essa notag¢ao, podemos escrever

z(t) = Asen(wt). (6)

Queremos calcular a velocidade v(t) do ponto P em cada
instante do MHS dado por (@). Conforme sabemos, essa
velocidade é dada pelo limite

z(t + At) — x(t)

v(t) = Aliglo At
~ lim Asenw(t + At) — Asen(wt) .
At—0 At

Usando a expressdo para o seno da soma, podemos simplificar
o numerador da tultima expressao, escrevendo

Asenw(t + At) — Asen(wt) =

= Asen(wt) cos(wAt) + Asen(wAt) cos(wt) — Asen(wt)

= Asen(wt)(cos(wAt) — 1) + Asen(wAt) cos(wt).
Desse modo,

x(t + At) — x(t)

At
B cos(wAt) — 1 sen(wAt)
= Asen(wt) <T> + A cos(wt)T
= Awsen(wt) <%) + Aw cos(wt)%.
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Para continuar o cédlculo de v(t) a partir desse ponto,
vamos avaliar os valores da expressao

senx

T

quando = toma valores proximos de zero. Na tabela abaixo,
construida com o auxilio de uma calculadora cientifica, a pri-
meira coluna exibe valores de x préximos de zero. A segunda
coluna exibe os valores de sen z, para cada valor de '« dado
na primeira coluna. Note que, & medida que x diminui, senx
fica cada vez mais préximo de x. Assim, na terceira coluna,
os valores correspondentes para a razao *>-* ficam cada vez
mais pr()ximosg de 1.

X sen x (senx)/x
0,1 0,099833416646828| 0,998334166468282
0,01 0,009999833334167] 0,999983333416666
0,001 0,000999999833333] 0,999999833333342
0,0001 0,000099999999833| 0,999999998333333
0,00001 0,000010000000000| 0,999999999983333
0,000001 0,000001000000000| 0,999999999999833
0,0000001 0,000000100000000| 0,999999999999998
0,00000001 0,000000010000000] 1,000000000000000

Os dados da tabela acima sugerem que

lim 208 —q, (7)

z—0 I

o que, de fato, é verdade. Devemos enfatizar, no entanto, que
a mera analise da tabela, por mais extensa que esta seja, nao
é suficiente para que se estabeleca rigorosamente que o limite
em questao é realmente igual a 1. Para isso, precisamos de
uma demonstracao, que faremos em uma aula posterior.

20 valor 1,00...0 — com quinze zeros — na tltima entrada da terceira
coluna nao significa que Se;”” seja exatamente igual a 1 quando = =
0,00000001. Ele é simplesmente um reflexo do grau de precisao das

aproximagoes feitas pela calculadora.
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Por enquanto, vamos admitir a validade do limite em (7))
e usé-lo para calcular a velocidade no movimento harménico
simples. Para tanto, precisaremos mostrar também que

cosx — 1
lim —— =0, (8)
x—0 x
o que pode ser feito da seguinte maneira:

. cosx—1 . cosx —1 cosz+1
lim ——— = lim .
2—0 T z—0 T cosz + 1

cos?z —1 . —sen?z

im = lim
z—0 z(cosz + 1)  +—0 z(cosx + 1)

. sen’ x T
= lim | — T
z—0 x cosx + 1

. sena\ 2 T
= lim | — ( ) :
z—0 T cosx + 1
0

0
(=1) 141
Voltando & tltima expressdo obtida para w, ve-

mos que

o(t)= lim Awsen(wt) (M)

At—0 wAt
) sen(wAt)
- tim Aw cos(wt) =25
: cos(wAt) — 1
= Aw's 1 e —
St g (2301
sen(wAt)

+dwesso) Jm, S

Fazendo u = wAt em (7)), e notando que At — 0 se, e s6 se,
u — 0, vemos que

- cos(wAt) — 1 “0 e lim sen(wAt)

=1.
At—0 wAL At—0 WAL

Assim,

v(t) = Awsen(wt) - 0 + Aw cos(wt) - 1 = Aw cos(wt).

http://matematica.obmep.org.br/ P.10
matematica@obmep.org.br



Na tabela a seguir, exibimos a posicdo e a velocidade
do ponto P, em MHS de periodo T, nos instantes t = 0,
t=T/4,t=T/2,t=3T/4,t =T e lembrando que z(t) =
Asen(wt) = Asen (Z) e v(t) = Aw cos(wt) = Aw cos (Z):

t x(t) | v(t)

0 0 Aw
T/4 A 0
T/2 | 0 | —Aw
3r/4 | —A 0

T 0 Aw

Dicas para o Professor

O contetido desta aula pode ser coberto em trés encontros
de 50 min, sem contar o'tempo de revisao dos pré-requisitos.

Vale a pena insistir que a escolha de movimentos retilineos
se deve a simplicidade deste tipo de movimento. Uma vez
compreendido o movimento de um ponto sobre uma reta, em
casos especificos, pode-se estudar o-movimento de um ponto
no plano, ou no espago, atentando para o fato de, nestes ca-
Sos, ser necessario considerarem-se, respectivamente, pares
ordenados (z(t),y(t)) e trios ordenados (x(t),y(¢),z(t)), onde
as coordenadas sao dadas como func¢des do tempo.

A discussdo em torno do significado da velocidade ins-
tantdnea é importante. Acreditamos que a analogia com a
figura do passaro, como fizemos no texto, pode ser tutil.

Neste texto, optamos por nao fixar unidades de medida
para posicdo, velocidade ou aceleragao, mas vocé pode explo-
rar exemplos em que essas unidades aparecam.

No céalculo da velocidade instantdnea para o movimento
harmonico simples, precisamos usar o limite trigonométrico
fundamental, sem demonstré-lo (por enquanto). Vocé deve
enfatizar que a mera andlise de uma tabela com valores
préximos de zero nao ¢é suficiente para que se conclua a vali-
dade do limite.
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As sugestoes de leitura a seguir podem ser consultadas
para mais exemplos e aprofundamento.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Cdlculo. Cole¢ao Profmat,
Editora S.B.M., Rio de Janeiro, 2015.

2. G. B. Thomas, et. al. Cdlculo, vol.1. Pearson, 12% edicao,
Sao Paulo, 2014.
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