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1 A desigualdade de

Schwarz

Cauchy-

Neste material, apresentaremos uma demonstragao e fa-
remos algumas aplicagoes interessantes da desigualdade
de Cauchy-Schwarz, cujo enunciado é como segue.

Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados

numeros reais ay,as, ..., 0y, b1,ba, ..., by, tem-se

(@2 +a2+...+a2)V?+03+...+02) >

Z (a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)2,

valendo a igualdade se, e somente se, existir um niumero
real nao nulo X\ tal que

aq :/\bl, a9 :/\bg, ey anz)\bn

Prova. Vamos apresentar a demonstracao somente no
caso particular n = 3. O caso geral segue exatamente a
mesma ideia, mas optamos por fazer apenas o caso n = 3
para que a ideia central fique mais transparente.

Se by = by = bs = 0, nada ha a fazer, pois o resultado e
a condicao para igualdade serao imediatos. Suponhamos,
pois, que ao menos um dos numeros by, ba, b3 é nao nulo.
Entao, b3 + b3 + b3 > 0.

Considere a fungao f : R — R, definida por

f(z) = (a1 - b1I)2 + (az — ng)Z + (as — ng)2.
Veja que

f(z) = a3 — 2a1byx + bix? + a3 — 2a2bax + b3a”
+ a3 — 2a3bsw + b32?
= (a3 + a3 + a3) — 2(a1by + azby + azbz)x
+ (b] + b3 + b3)z?.

Assim, f é uma funcao quadrética, com diseriminante

A = [2(a1by + agby + azbz)]® = 4(b% 4 b3 + b2)(a? + a3 + a3)
= 4(@1()1 —+ a2b2 + (I,3b3)2 — 4(0,% + CL% + ag)(bf + b% —+ bg)

Por outro ladoe; f é uma soma de quadrados, o que acar-
reta f(x) > 0, qualquer que seja x real. Assim, devemos
ter’A < 0, o que fornece a desigualdade

A(arby A+ ashy + azbs)? < 4(af + a3 + a3) (b7 + b3 + b3)
ou, ainda,
(a1b1 + agby + azbz)® < (af + a3 + a3) (b} + b3 + b3).
Observe que vale a igualdade

(a1b1 + azbs + asbs)® = (a + a3 + a3) (b7 + b3 + b3), (1)

se, e somente se,

A = 4(ayby + agbs + azbs)? — 4(a? + a3 + a3) (b7 + b3 + b3)
= 4[(a1b1 + asba + azbs)? — (af + a3 + a3)(b + b3 + b3)]
=0.

Portanto, concluimos que vale a igualdade () se, e somente

se, f possuir uma raiz real, ou seja, se, e somente se, existir
A real tal que f(\) = 0. Mas, como

FO) = (a1 — Ab1)? + (a2 — Ab2)? + (az —Abs)?,
uma soma de quadrados, temos
F) =0 & (a1 — A\b1)? = (az — \b2)? = (ag — \b3)* =0

S a;— Ay =a9 —Aby =a3 — b3 =0
& ayp = Aby, as = Aba, a3 = Abs.

O

Corolario 2. Sejam ay,as,...,a0,,b1,b2,...,b, niumeros

reais dados. Entdo

Viar +61)2 4+ 4 (an +b,)2 < y/ad+...a2+
+4/03+ ... 02,

valendo a igualdade se, e somente se, existir um numero
real > 0 tal que

a1 = /\bl, a9 = /\bg, ey A = )\bn
Prova. Novamente, provaremos o resultado apenas para
o caso n = 3, sendo a prova do caso geral inteiramente
analoga.

Dados ntimeros reais quaisquer a, b, ¢, d, e, f, precisa-
mos mostrar que

Via+d?2+b+e)?+(c+ )2 < Va2 + b2+ 2+
+Vd2+e?+ f2
valendo a igualdade se, e somente se, existir um ndmero

real A > 0 tal que a = Ad, b= de, c = A\f.
Observe que

(a+d)* +(b+e)’ + (c+ f)?
= (a® + 2ad + d?) + (b + 2be + €%) + (2 + 2¢f + f?)
=(a?+b* + ) + (d® + € + [?) + 2(ad + be + cf)

2
(\/a2+b2+02+\/d2+62+f2)

=@+ 0+ ) +2Va2 + b2+ 2/ + €2 + f2
+ (d® +€e* + f?).
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Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

ad +be + cf < Va2 402+ 2\/d® + e + f2,

0 que acarreta

2(ad 4 be + cf) < 2v/a2 + b2 + /2 + e + f2,

Portanto, adicionando (a? + b + ¢?) + (d? + €% + f?) aos
dois membros da ultima desigualdade acima, obtemos

(a+d)2+(b+e)2+(c+f)2§( a2 + b2 + 2+
2
VP )

Finalmente, extraindo raizes quadradas nos dois membros,
obtemos

Via+dZ+ b+ e+ (c+ ) < Va2 + b7 + 2+
+ V& + e+ 2

Vale a igualdade se, e somente se, tivermos

ad+be+cf =\Va2+ 02+ /A +e2 + 2. (2)
Como essa igualdade acarreta
(ad + be + cf)? = (a® + b* + *)(d* + &* + f?),

deve existir um nimero real nao nulo A tal que a = Ad,
b= Xe e c = \f. Substituindo tais expressoes para a, b e
¢ no primeiro membro de (2)), obtemos

Md® + e + f2) = |N(d? 4 % + f?),

de sorte que A > 0. Mas, como A # 0, devemos ter A > 0.

Reciprocamente, se existir A > 0 tal que a = \d, b = e
e ¢ = Af, é imediato verificar (faga isso!) que teremos a
igualdade em (2)). O

Exemplo 3. Sejam a, b'e ¢ numeros reais dados. Prove
que o sistema de equacoes

3t +y 4+ 2+ a2+ b+ 2 =6 3)
ar +by+cz =2

nao tem solugdo em R.

Solugdo. Se existissem reais z, y e z satisfazendo (),
entao, elevando ao quadrado os dois membros da segunda
equagao do sistema e utilizando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz, obteriamos

4 = (ax + by +c2)? < (a®> + V% 4+ ) (2* + % + 2°).
Assim, fazendo P = a? + b2 +c2 e Q = 2% + y + 22,

teriamos
P+3Q =6
PQ >4

Por outro lado, pela desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica, obtemos

6=P+3Q>2/P-3Q
=23.-PQ>2V3 4
=4v3>4-1,5=6,

o que é um absurdo.
Logo, ([B) nao tem solugoes. O

Exemplo 4. Considere um paralelepipedo reto retangulo de
dimensoes a, b e c. O volume desse paralelepipedo € dado
por

V = abe,

a sua drea total (soma das dreas de todas as faces) é dada
por
S =2(ab+ bc+ ac)

e a medida (comum) de suas diagonais é dada por

d=+/a24b%+ 2.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz as
sequéncias de niimeros reais (a, b, c) e (1,1, 1), obtemos

@+ +cA)(12+12+1%) > (a-1+b-1+c-1)2

ou seja,
3+ b2+ ) > (a+b+ )2 (4)

Uma vez que a® + b% + ¢ = d?, a tltima desigualdade
acima é equivalente a

3d* > (a+b+c)?

ou, ainda,
q> a+b+ c'
IVE

Observe que vale a igualdade se, e somente se, existir
A>0talquea=A-1,b=A-1lec=A-1,isto é, se, e
somente se, a = b = ¢. Desse modo, fixado um nimero real
positivo m, dentre todos os paralelepipedos reto retangulos
cuja soma das dimensoes € igual a m, o que tem a menor
diagonal € o cubo de aresta 3.

Agora, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz as
sequéncias de niimeros reais (a, b, c) e (b, ¢, a), obtemos

@+ +AV+E+a®)>(a-b+b-c+c-a),
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ou seja,
a® 4+ b% 4+ > ab+ ac + be. (5)

Como ab+ ac+ bc = %, temos a desigualdade

S
d? > =.
-2

Vale a igualdade se, e somente se, existir A > 0 tal que
a = Ab, b= Ac, c = Aa. Nesse caso,

a=Xb=Ne=Na,

logo, A = 1. Assim, vale a igualdade se, e somente se,
a = b = c. Portanto, dentre todos os paralelepipedos reto
retangulos com uma mesma drea total S, o que possui a
menor diagonal € o cubo. Nesse caso, é imediato verificar
que a aresta do cubo mede a = %.

Finalmente, aplicando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz as sequéncias (a, b, ¢) e (be, ac, ab), obtemos

(a®+b*+c%) ((be)? + (ac)® + (ab)®) > (a-be+b-ac+c-ab)?,

ou seja,
d?(b2c? + a*c? + a®b?) > (3abc)?.
Dali, segue que

d> 3V
~ V022 ¥ a2c? + a2b?’

valendo a igualdade se, e somente se, existir A > 0 tal que
a = A\bc, b = Aac e ¢ = Aab. Mas, assim sendo, temos

a? =bv? = ¢ = \abe,

o que acarreta a = b = ¢. Reciprocamente, claramente te-
remos igualdade se a = b = ¢, e nesse caso o paralelepipedo
reto retangulo mais uma vez serd um cubo.

Observacao 5. Chamamos sua aten¢do para o fato de
que as desigualdades @) e [{) sao tteis em muitas ou-
tras aplicagoes (veja, por exemplo,. a sugestao de leitura
complementar [1]). Por isso, sugerimos que vocé guarde
as demonstracoes das mesmas.

2~ Vetores e a desigualdade de
Cauchy-Schwarz

Os vetores do plano cartesiano R? cujas origens coinci-
dem com a origem do sistema cartesiano estao em corres-
pondéncia biunivoca com os pontos desse plano. De fato,
basta fazer a correspondéncia entre cada vetor e seu ponto
final. Assim, associamos a cada vetor v desse tipo as co-
ordenadas do ponto P tal que v = O
seguir).

(veja a figura a

Aplicando o Teorema de Pitagoras, é facil checar que o
comprimento (ou norma) do vetor v = (x,y) desenhado
na figura acima, que serd denotado por |vl|, é igual a

Vaz +y2

Dados u = (x1,91) e v = (12, y2) vetores em R?, o pro-
duto escalar de u-e v é definido por
(u,v) =21y + T2Yo.
Por outro lado, veja que se u = (z1,y1) e v = (22,¥2)

sdo vetores em R2, entdo

Jul* = 2% + y7 = (u, )

o|* = 23 + 3 = (v, v).
Dados vetores u = (z1,y1) e v = (22, y2) em R?, diremos
que u é multiplo de v se existir um ntmero real A tal que
(z1,91) = (Am2, Ay2).

Nesse caso, escrevemos u = Av.

Juntando as informacgGes colecionadas acima, podemos
reescrever a desigualdade de Cauchy-Schwarz do seguinte
modo:

Teorema 6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz no Plano).
Dados u e v vetores em R2, temos

<u,v)2 < <u7u> : <U7U>
ou, 0 que € 0 mesmo,
[(u, 0)| < Jul - Jv].

Ademais, vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores
u ou v for maltiplo do outro.

A seguir, daremos uma demonstra¢ao geométrica do teo-
rema anterior. Para tanto, observe a proxima figura. Se os
vetores u e v tém coordenadas iguais e (x1,y1) e (z2,y2),
respectivamente, entao o vetor v — u, destacado em azul,
tem coordenadas (2 — x1,y2 — y1). Além disso, veja que

v —ul> = (22 —21)* + (y2 — 11)”
=23 — 2mym0 + 23 + Y3 — 201y + U7
=% + a3 — 2(z122 + Y1) + Ui + Y5
lu|? — 2(u,v) + |v]?.
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Por outro lado, denotando por o a medida do angulo
formado pelos vetores u e v e aplicando a Lei dos Cossenos
ao tridngulo cujos lados medem |ul, |v| e |v — u|, obtemos:

lv —ul? = |ul* + |v]* = 2Ju| - |v| - cosa.

Comparando as duas expressoes para |v — u|? obtidas
acima, concluimos que

(u,v) = |u| - |v] - cos a.

Uma vez que |cosa| < 1, valendo a igualdade se, e so-
mente se, « = 0° ou a = 180°, obtemos
2 _ 2 2 2 2 2
[(u, 0) |7 = [ul” - [o]” - cos™ o < ful” - ],
valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores é
miltiplo do outro.

As ideias discutidas nesta secdo podem ser facilmente
estendidas para vetores no espaco tridimensional R®. Para
tanto, definimos o produto escalar u - v entre os vetores
u = (z1,Y1,21) e v = (T2, Y2, 22) pondo

UV =2x1T2 + Y1Y2 + 2122.
Assim fazendo, e seguindo os' mesmos passos que levaram
ao Teoremalfl obtemos a versdo geométrica tridimensional

da desigualdade de Cauchy-Schwarz, analoga aquela dada
pelo Teorema

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50 minu-
tos para discutir todo o contetido reunido neste material.

E importante que o professor mostre a desigualdade de
Cauchy-Schwarz com todos os detalhes, ressaltando o argu-
mento utilizado como uma aplicagao do estudo das fungoes
quadraticas. Chame a atencao dos alunos para o fato de
que o argumento para o caso geral é semelhante ao caso
n = 3, feito no material.

Intruduza o conceito de vetores no espaco R> ‘e explique
aos alunos por que as ideias utilizadas no Teoremal6lpodem
ser estendidas para esse espago.

As referéncias colecionadas a seguir trazem muito mais
sobre desigualdades.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais. Rio de Janeiro, SBM, 2013.

2. A. Caminha. Tdépicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 3: Introducdo a Andlise. Rio de Janeiro, SBM,
2013.

3. Paulo Cezar Carvalho e Augusto César Morgado. Ma-
temadatica Discreta. Rio de Janeiro, SBM, 2015.
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