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1 Definicao de funcgao

Chamamos de grandeza a tudo aquilo que pode ser contado
ou medido, por comparagao com um padrao, de modo a estar
associado a um nimero. Alguns exemplos de grandezas sao:
comprimento, area, volume, massa, energia, temperatura,
tempo e velocidade.

No estudo de fenémenos da Natureza é comum que algu-
mas grandezas dependam de outras. Vejamos alguns exem-
plos:

Exemplo 1. A altura de uma crianca depende de sua idade.
Quanto maior a idade, maior a altura, sendo que essa altura
tende a se estabilizar, ou seja, a ficar constante a partir de
uma certa idade.

Exemplo 2. A pressio atmosférica wvaria . com a altitude,
sendo que, quanto maior € a altitude, menor € a pressao at-
mosférica. A sequir, exibimos-uma tabela com a relagao entre
algumas altitudes e suas respectivas pressoes atmosféricas.

Altitude (em metros) | Pressio (mmHg)
0 760
1000 674
2000 596
3000 526
4000 462
9000 231

Em geral, a pressao atmosférica € medida em atmosferas
(abreviamos atm), de forma que latm corresponde a pressdo
exercida por uma coluna de mercirio (Hg) de T60mm de
altura. Por outro lado, a unidade de medida padrdo para
pressdao, no sistema internacional de unidades (SI) é o Pas-
cal (Pa). A relagdo entre essas duas unidades € 1atm =
1,01325 - 10°Pa.

Exemplo 3. Duas grandezas sao ditas diretamente pro-
porcionais se a varia¢do de uma delas provoca a variacao
da outra na mesma razdo, ou seja, se uma delas duplica, a
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outra também duplica; se uma delas triplica, a outra também
triplica; se uma delas é dividida por dois, a outra também é
dividida por dois, etc. Por exemplo, de acordo com a sequnda
lei de Newton da Mecanica, uma for¢a F' aplicada a um ob-
jeto provoca uma aceleragao d diretamente proporcional a

essa forca. A relacdo entre essas duas grandezas € dada pela

. — .
expressao F' =m - d, ou q = -, onde a constante m ¢ a

massa do objeto.

Em cada um dos exemplos acima, ha uma relagao de de-
pendéncia entre duas grandezas, ou seja, a variagao de uma
das grandezas depende da variagao de outra. Assim, em cada
exemplo acima temos uma grandeza que varia de. modo inde-
pendente (idade, altitude, forca) e que, por isso, chamaremos
varidvel independente, e uma grandeza que varia.de modo de-
pendente (altura da crianga, pressdo atmosférica, aceleragao)
que chamaremos varidvel dependente. Essa relacao tem duas
propriedades basicas:

i. Para cada valor da varidvel independente, hd um valor
correspondente da varidvel dependente.

ii. A cada valor da variavel independente corresponde um
unico valor da variavel dependente.

A linguagem matematica mais adequada para descrever
a situagao acima é a dos conjuntos: se A é o conjunto de
todas as varidveis independentes e B é o conjunto de todas
as variaveis dependentes, entao uma relagao de dependéncia,
ou correspondéncia, f, entre os dois conjuntos de grandezas
é representada pela notagao

f:A— B. (1)

Essa notagdo é uma abreviacdo para o fato de que, a cada
elemento a do conjunto A, corresponde um tnico elemento
b do conjunto B. Indicamos essa correspondéncia entre ele-
mentos especificos escrevendo

fla) =0 (2)
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Assim, no Exemplo 1, a altura de uma crianga com idade

i é f(i); no Exemplo 2, a informagdo da tabela pode ser

reescrita como f(0) = 760, f(1000) = 674, f(2000) = 596,

etc.; por fim, no Exemplo 3, uma forga de 10N (lé-se 10

“newtons” — o Newton é a unidade SI de medida de forga)

aplicada a um corpo de massa m = 5 kg provoca sobre ele
i0

uma aceleragao de intensidade f(10) = & = 2m/s*.

A discussao acima nos leva a seguinte

Definicdao 4. Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma
funcao f de A em B € uma correspondéncia entre ele-
mentos de A e elementos de B, denotada por f : A — B,
que associa a cada elemento a € A um unico elemento b € B.

Observacoes 1. Nas notagoes da definigio acima:

i. O conjunto A é chamado de dominio da fun¢ao f. O
conjunto B € chamado contradominio de f.

ii. Sea € A, o elemento b = f(a) € B € chamado ima-
gem de a pela funcdo f.

11i. Dizer que f associa “a cada elemento a € A um inico
elemento b € B” significa que nenhum elemento de A
pode ficar sem.imagem, e que um elemento a € A s
pode ter-uma unica imagem.

A defini¢ao de fungdo nos permite considerar correspon-
déncias mais gerais, onde os elementos do dominio e do con-
tradominio nao sao necessariamente nimeros. Vejamos dois
exemplos.

Exemplo 5 (o carteiro). Seja A um conjunto de cartas e seja
B um conjunto de casas. Podemos pensar mo conjunto A
como a bolsa de um carteiro e B como o conjunto de ca-
sas dentre as quais estdo aquelas que serdo visitadas pelo
carteiro. Vamos considerar a correspondéncia (desculpem o
trocadilho!) f : A — B que associa a uma carta a € A a
casa f(a) € B para qual esta carta foi enderecada. Cada
carta estd associada a uma casa e uma carta ndo pode ir
para duas casas ao mesmo tempo. Logo, f é uma funcdo.
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Exemplo 6 (alunos e cadeiras). Considere o conjunto A dos
alunos em uma sala de aula e o conjunto B das cadeiras desta
mesma sala. Seja f : A — B a correspondéncia que associa
a cada aluno a cadeira onde ele estd sentado. Se algum aluno
estiver de pé, a correspondéncia ndo serd uma funcdo, pois
um elemento do dominio (o aluno que estard de pé) nao cor-
responderd a elemento algum do contradominio (o conjunto
das cadeiras). Se um aluno ocupar duas cadeiras, f também
ndo serd uma func¢do, porque um elemento do dominio-cor-
responderd a dois elementos do contradominio (as duas ca-
deiras ocupadas pelo mesmo aluno). Agora, se cada aluno
estiver sentado em uma 6 cadeira, a correspondéncia f serd
uma fungdo, pois cada elemento do dominio-estard associado
a um unico elemento do contradominio.

Quando os conjuntos A e B sdo finitos, podemos visua-
lizar uma funcao f : A — B de uma maneira mais concreta
por meio de diagramas de setas comoo da figura[ll onde cada
seta indica que elemento y €-B esta associado a cada x € A.
No exemplo da figura[ll temos A = {1,2,3}, B = {a,b,¢,d}

Figura 1: exemplo de fungao f de A em B.

e f(1)=a, f(2) =a, f(3) = c. Assim, a é a imagem de 1 e
de 2 por f, e ¢ é a imagem de 3 por f.
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Ainda raciocinando em termos de diagramas de setas,
a definicao de fungao permite que, no diagrama correspon-
dente, um ou mais elementos de B nao recebam setas. Ela
permite também que um ou mais elementos de B recebam
mais de uma seta. Veja que ambas essas possibilidades estao
presentes na figura[Il

Contudo, os diagramas das figuras 2] e B nao represen-
tam fungdes. A situacao da figura 2l é proibida porque nao
ha nenhuma seta partindo do elemento 1 € A. A situagao
da figura[3] é proibida porque do elemento 1 € A parte mais
de uma seta.

A B

Figura 2: A tem elementos dos quais nao parte seta alguma.

Para uma funcao f : A — B, o conjunto de todos os
elementos do contradominio B que correspondem a algum
elemento do dominio A é um subconjunto de B chamado de
imagem da funcao f, e é denotado por Im f. Em simbolos,

Imf={be B|b= f(a), para algum a € A}.

No Exemplo (] a imagem da funcao f é o conjunto de
casas que receberam pelo menos uma carta. Note que pode
haver casas que nao receberam cartas, logo, a imagem nao
precisa ser igual ao contradominio.
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Figura 3: A tem elementos dos quais parte mais de uma seta.

No Exemplo [6] a imagem da func¢ao é o conjunto das
cadeiras onde ha algum aluno sentado. Pode haver cadeiras
vazias, que sdo os elementos que pertencem ao contradominio
mas nao pertencem a imagem da fungao.

Em termos de diagramas de setas, a imagem de uma
funcdo f : A — B é o subconjunto Im f de B, composto
pelos elementos de B que recebem setas:

Figura 4: a imagem de uma funcgao.
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Assim, no exemplo da figura[ll temos Im f = {a, c}.

2 Mais exemplos de funcoes

Nesta secdo, reunimos mais exemplos de fungoes, a fim de que
vocé se familiarize mais com elas e, por outro lado, passe a
dispor de um estoque maior de funcgoes.

Exemplo 7 (fung¢do constante). Dados conjuntos nao vazios
A e B e fizado um elemento ¢ € B, a fun¢do constante c
de A em B € a funcio f : A — B tal que f(x) = ¢ para todo
x € A.

Em termos de diagramas de setas, se f.: A = B for a
fungdo constante e igual a c, entGo'c € o unico elemento de
B que recebe setas de elementos © € A Portanto, ¢ recebe
setas de todos os elementos de A.

Exemplo 8 (fun¢do identidade). Dado um conjunto nao vazio
A, a funcao identidade de A, denotada porIds : A — A,
€ a fungao dada porlda(z) = x, para todo x € A.

Desenhe um diagrama para representar a funcdao identi-
dade do conjunto A= {1,2,3}. Fagca o mesmo para repre-
sentar a fun¢do identidade do conjunto N dos naturais (sim,
eu sei, esse conjunto € infinito; mesmo assim, tente!).

Algo simples, mas importante, em relacdo ao exemplo
anterior é que ele chama a atencao para o fato de que, ao
considerarmos uma funcao f : A — B, em nenhum lugar
é dito que devamos ter A # B; pode ser A = B e, nessa
situacdo, dizemos que f: A — A é uma func¢do em A.

Seja f : A — B uma fungdo. Se A C R, dizemos que f
tem variavel real. Se B C R, dizemos que f é uma fungao
real. Dessa forma, dizemos que uma funcdo f: A — B ¢
real de varidvel real, se o seu dominio A e seu contradominio

B forem ambos formados por niimeros reais.
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Quando f : A — B for uma fungio real de varidvel real,
muitas vezes indicamos a imagem f(z) € B de x € A por
meio de uma formula em z. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 9 (funco afim). Uma func¢do afim, ou de pri-
meiro grau, é uma func¢do f : R — R tal que f(z) = ax+Db,
para todo x € R; aqui, a e b sao numeros reais dados, com

a # 0.

Assim, para cada escolha de reais a e b, com a #-0, te-
mos uma funcdo afim. Por exemplo f(z) = —2z +1 define
uma funcio afim; f(z) = 3z + 7 define outra, etc. Poste-
riormente, gastaremos algum tempo estudando propriedades
especificas de fungoes afins.

Exemplo 10 (fun¢3o quadritica). Uma fune¢do quadrdtica,
ou de sequndo grau, € uma funcdo f : R — R tal que
f(x) = az? + bx + ¢, para todo x € R.. Aqui, a, b e ¢ sio
numeros reais dados, com a #.0.

Como no caso de fungoes afins, para cada escolha de reais
a, bec, com a # 0, temos uma fungdo de segundo grau. Por
exemplo f(z) = —22% + 1 define uma fun¢io de segundo
grau (na qual a = =2, b = 0, ¢ = 1); f(z) = V32?2 +
mx — 1 define outra, etc. Também como no caso de fungoes
afins, mais adiante estudaremos propriedades especificas de
fungoes quadraticas.

Exemplo 11. Considere a funcio f: Q — R dada por

f(m)z{ VrZ+1, sex <0

z+1, sex >0

Certamente que temos uma funcdo, pois as expressoes
que definem f(x) tém sentido em R e, apesar de devermos
aplicar formulas diferentes, conforme o numero racional x
satisfaca * < 0 ou © > 0, cada racional x tem uma unica
imagem f(x) bem definida, uma vez que o0s casos x <0 ex >
0 cobrem todos os racionais. Assim, por exemplo, f(—1) =
V(=12 41 = V2 (uma vez que —1 < 0), mas f(2) = 2+1 =

3 (uma vez que 2 > 0).
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Observe que poderiamos ter definido f(x) escrevendo

f(m)z{ VrZ+1, sex <0

z+1, sex >0

Nesse caso, as condigoes x < 0 e x > 0 cobrem todos o0s
racionais mas nao sao mais disjuntas: r = 0 satisfaz ambas;
no entanto, as formulas que devemos aplicar a wm caso ou
outro dao wm mesmo resultado quando x = 0 (uma vez que
V02+1=0+1).

Como usamos formulas diferentes para calcular f(x), de-
pendendo de uma condi¢do sobre x (no caso, x € (—00,0]
ou x € [0,400)), dizemos que a fungao f desse exemplo estd
definida por partes.

Para o proximo exemplo, fixado arbitrariamente n € N,
denotamos por I,, o conjunto dos n primeiros nimeros natu-
rais, ouseja, I, = {1,2,...,n}. Assim, I[; = {1}, I, = {1,2},
Is ={1,2,3} etc.

Exemplo 12 (sequéncias). Uma sequéncia infinita de ni-
meros reais € uma funcio f : N . — R. Uma sequéncia
finita de n nidmeros reais é uma funcao f: I, — R.

Dada uma sequéncia infinita f : N — R € costume deno-
tar f(k) por ax. Ao fazermos isso, obtemos a nota¢ao usual
para a sequéncia:

ay = f(l),ag = f(2),a3 = f(3), e

Assim, em geral denotamos uma sequéncia infinita simples-
mente por (ag)k>1-

Usando a mesma notacdo para uma sequéncia finita f :
I, = R, obtemos a notag¢ao usual

(al,ag,...,an)

ou, mais simplesmente, (ag)i1<k<n-

~ : _ 2"
Exemplo 13. A funcdo f : N = R dada por f(n) = 1555,
para todo n € N, é uma sequéncia infinita. Conforme co-
mentamos no exemplo anterior, f pode ser alternativamente

representada como (ap)p>1, €M que a, = ng—:l para todo
n € N.
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Exemplo 14 (fung3o parte inteira). A parte inteira de um
real x, denotada |x], é definida como o maior inteiro menor
ou igual a x. Por exemplo:

e |1] =0, pois 0 é o maior inteiro menor ou igual a 1;

o || =3 (pois 3 < < 4 implica que 3 € o maior inteiro
menor ou igual a );
o |—2V3] = —4 (pois —4 < —2V/3 < =3 implica que —4
€ 0 maior inteiro menor ou igual a —2\/§),
A fungdo parte inteira, | -] : R — R, associa a cada
x € R sua parte inteira |x|. Encontre, com justificativa, a
imagem da fung¢do parte inteira.
Solugao. Por definigao, temos que |z] € Z para todo = € R.
Assim, Im(|-|) C Z. Mas, como |n|=n para todo n € Z,
temos que todo inteiro pertence a-imagem da fungao parte
inteira. Assim, Im(|-]) = Z. O
Exemplo 15 (fun¢3o parte fraciondria). A parte fraciondria
de um real x, denotada {x}, € definida por {z} = x — |z],
onde |x| denota a parte inteira de x. Por exemplo:

o {I}=1-1]=1-1=0;

o {r}=w—|7]=7=3;

o {23} = —2v3—|-2V3] = —2v3—(—4) = 4-2V3.
A funcgdo parte fraciondria, {-} : R — R, associa

a cada/r € R sua parte fraciondria {x}. Encontre, com
justificativa, sua imagem.

Solugao. Como |z| é o maior inteiro menor ou igual a x e
os inteiros aparecem de um em um, temos que

r—1<|z] <=z

Portanto, 0 <z — |z] < 1, isto é, 0 < {z} < 1. Desse modo,

Im({-})  [0,1).
Por outro lado, tomando z € [0, 1), temos |z] = 0, logo,
{z} =z — |z] = z. Entdo, [0,1) C Im({-}) e, dai, temos

Im({-}) = [0.1). O

http://matematica.obmep.org.br/ P.10
matematica@obmep.org.br



Dicas para o Professor

Dois ou trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes
para cobrir este material. Vocé pode trabalhar com exemplos
antes de dar a definicao formal de fungao, uma vez que eles
tornam mais claras as exigéncias que temos que fazer sobre
uma correspondéncia para que ela seja uma fungao.

A prépria ideia intuitiva de fungdo pode ser introduzida
de varias maneiras, dependendo dos exemplos que a moti-
vem. Olhando o Exemplo[f] temos uma ideia de fun¢éo como
uma correspondéncia estdtica entre dois conjuntos (mesmo
que os alunos ndo se movam, a fungao estd 14). O exem-
plo Bl j&4 nos d4 uma ideia dindmica de fungao, pois-ha uma
agao envolvida (para haver funcdo, o carteiro tem que fazer
a entrega das cartas).O Exemplo [6] é particularmente inte-
ressante, por ser facil de trabalhar em sala de aula e envolver
diretamente os alunos.

Os exemplos de fungoes reais de varidvel real que reu-
nimos na secao [2] sao mais abstratos, mas a compreensao
dos mesmos é fundamental para a continuidade do estudo
de fungoes, que faremos nos préximos materiais. Assim, su-
gerimos que vocé gaste bastante tempo com esses exemplos,
possivelmente apresentando variagoes dos mesmos (como no
caso de fungoes definidas por partes), a fim de que os estu-
dantes familiarizem-se com eles.

As referéncias a seguir trazem cursos completos sobre os
aspectos mais simples de fungoes.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. E. L. Lima et al. A Matemdtica do Ensino Médio, Volume
1. Colegao do Professor de Matemadtica, Editora S.B.M.,
Rio de Janeiro, 1998.

2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Volume
3, terceira edigdo. Colegdo do Professor de Matematica,
Editora SBM, Rio de Janeiro, 2022.
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