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Continuamos a apresentar exemplos para cujas solugoes
fazemos uso da regra da cadeia.

1 Exemplos

Exemplo 1. Calcule a derivada da fungdo racional

1

— 2024
R(z) = (x —1)*** + (@2 — 2z £ )5

Solugao. Pela regra da cadeia,

112024
d((x 1) ) — 2024(x _ 1)20237

dx
enquanto
2 _ 2 4 —2025
dx
Logo,

5050(x — 1)
(22 — 20 + 4)2026°

R'(z) = 2024(x — 1)%0% ~

O

Observacao 2. Em relagdo ao exemplo anterior, também
poderiamos ter observado que R(x) = f(g(z)), com

f@) =y +(y+3)72% e g(z) = (x - 1)
Sugerimos ao leitor que refaga o calculo nesses termos.

Exemplo 3. O momento linear p de uma particula, que em um
determinado instante tem massa m e velocidade v, calcula-se
como p = mu.

Assim, a forma geral da 22 lei de Newton afirma que a
forca resultante F' que age na particula € a taxa de variag¢ao
instantanea de seu momento:

dp
F=—. 1
o (1)
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Essa formulacao é particularmente atil no caso em que
a massa sofre variagGes consideraveis no intervalo de tempo
estudado. [l
Por outro lado, se a alteragdo da massa for desprezivel,
permitindo considerar m como uma constante, reobtemos a
versdo familiar da segunda lei:
d(mv)

F= 7 = ma,

sendo a = %’ a aceleracao.
De acordo com a Teoria da Relatividade, a massa m e a

velocidade v da particula relacionam-se por meio da igualdade

m
m=—— (2)
V1—v2/c?
em que mg ¢ a massa da particula em repouso e ¢ é a veloci-
dade da lqul (A esse respeito veja, porexemplo, o capitulo
6 da referéncia [3].)

Prove que
moa

[ @7 ?

Solugao. A relagao segue facilmente de , e das
regras de derivagao:

= d(mv) ( d((moy) . (1 _ ,02/02),1/2)
dt ar
_ M@ . ~Zva)2
— (1—1}2/02)1/2 +mg <7&'<1—U2/02)3/2>
_ moal(1 —v?/c?) + v?/c?]
(1 —v2/c?)3/2
- %

F =

O

1Por exemplo, a massa total de um foguete nos primeiros instantes
ap6s seu langamento.
2N id d locidad, iacd i-
esse sentido, apenas grandes velocidades causam variagoes consi
derdveis de massa; observe ainda que m — 400 quando v — ¢~ .
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Exemplo 4. Mostre que a regra do quociente para a derivada
é consequéncia da regra do produto de Leibniz e da regra da
cadeia.

Solugao. Sejam f,g : I — R fungdes derivaveis no ponto
a, com g(a) # 0. Sendo g continua em a, vale g(x) # 0
para todo x € I suficientemente proximo de a. Assim, para
tais z, a fungédo %, composta de g com a funcdo reciproco
0 # y — 1/y e que, portanto, associa a cada um de tais x o
real g(z)7!, estd bem definida e é derivdvel em a, pela.regra
da cadeia.

Portanto, a regra do produto (de Leibniz) assegura a
existéncia da derivada da funcio quociente’ £ = f - é no
ponto a. Utilizando as férmulas dessas regras, obtemos

d(f(@)/g(@)|  _ d(f(x)=g(x)")

dx ra dx r—a
= @) gta) Y+ (@) W]

O

Exemplo 5. Seja f: R — R uma fungao derivdvel na origem,
tal que f(0) =0e f(f(x)) > x para todo x real. Calcule os
possiveis valores de f(0).

Solugao. Comecgamos notando que f(f(0)) = 0. Dai, se x
for positivo, a condicao f(f(x)) > x equivale a

F(f() = F(f0) | (4)
z—0 o

O primeiro membro dessa desigualdade é o quociente de New-
ton da funcdo composta f o f na origem. Como f é derivavel
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em 0 = f(0), a regra da cadeia assegura a diferenciabilidade
de f o f nesse mesmo ponto, com

(f o ) (0) = f/(f(0)f'(0) = f'(0)*.

Logo, fazendo x — 0" em vem que f'(0)2 > 1.
Por outro lado, se z for negativo, teremos

F@) ~ F10) _ |
z—0 -7

o que, ao se fazer x — 07, da f/(0)? < 1.
A conclusio é de que f/(0)? = 1, ou seja, f/(0) = %1.
Por fim, observe que ambos os valores acima sao real-
mente possiveis: a fungdo f : R — R dada por f(z) = «
(resp. f(xz) = —x) para todo = € R satisfaz as hip6teses do
enunciado e é tal que f/(0) =1 (resp. f'(0).= —1). O

E comum utilizarmos a regra da cadeia apenas para garan-
tir a diferenciabilidade de uma funcéo composta, dispensando
a férmula expressa na regra. Os exemplos [§] e [9 ilustram esse
ponto. Alids, a proposicao abaixo estende essa garantia a
classes mais altas de diferenciabilidade Pl

Proposicao 6. Sejam g:J — 1 e f: I — R fungdes n vezes
derivdveis nos pontos xo € J e g(xg) € I, respectivamente.
Entdao, a composta fog:J — R én vezes derivdvel no ponto
Zo.

Em particular, a composicao de fungdes n vezes derivdveis
(resp. suaves) é n vezes derivdvel (resp. suave).

Prova. Utilizaremos inducao em n, sendo a base de inducéo,
n = 1, parte da regra da cadeia.

Supondo o resultado verdadeiro para um certo natural
n > 1, sejam, nas notagdes do enunciado, g e f fungoes n + 1
vezes derivdveis em xg e g(xg), respectivamente. Entao, g é
n vezes derivdvel em xg e f’ é n vezes derivavel em g(z¢), de
sorte que, pela hipdtese de inducdo, f’ o g é n vezes derivavel

3Quanto & férmula para a n-ésima derivada de uma composta, confira
a se¢do Dicas para o Professsor.
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em g EL Como ¢’ também é n vezes derivavel em zg, o
fato de que o produto de fungbes n vezes derivaveis em um
ponto ainda é n vezes derivavel nesse mesmo ponto garante
a existéncia da n-ésima derivada, em xg, da fungao

(flog)-g' =(fog)
Portanto, fog én+ 1 vezes derivavel em xg. O

Na secao Dicas para o Professor da aula Propriedades -
Parte II, do médulo Derivada como Func¢do, enunciamos a
férmula de Leibniz para a n-ésima derivad (f - 9)) (o) de
um produto de fungodes f e g, ambas n vezes derivaveis no
ponto xq:

" /n
(70 a0 =3 (M) 1O el e 6)

§=0
Dela, segue que g(z¢) = ¢'(x0) = +..'= g™ (20) = 0
implica (f - g)(k)(ajo) = 0 para todo 0 < k < n. Utilizaremos
essa observagao no
Exemplo 7. Nas hipdteses do exemplo @ suponha ¢'(xg) =
.= g™ (x0) = 0. Mostre que

(f o 9) (o) =\ = (f 0 9)"(z0) = 0.
Solucao. Podemos escrever
g'(20). = (¢') (x0) = ... = (¢) "V (xo) = 0.

Portanto, sendo (f og)' = (f' og)-g’, a observagdo anterior
ao exemplo, com n — 1 no lugar de n, da

(f0g9) " (x0) = [(f 09) | (w0) =0, para 0 <k <n —1.
Isso significa que (f o g)'(z¢) = ... = (fog)™(z9) =0. O

4Pode ocorrer de f’ nio estar definida em todo o intervalo I, mas
deve estar definida em uma vizinhanga de g(xo). Dai, sendo g continua
em xo, é facil ver que f’ o g estd bem definida numa vizinhanga de z¢.
50bserve a semelhanca formal da expressio do segundo membro

com a férmula da expansdo binomial: em (a + b)"™ = ;.L:O (?)ajb"’j,

basta trocar a/ por f() (x0) e ™7 por g("’”(aco)7 o que torna bastante
simples recordar a férmula para (f - g)(™ (zq).

http://matematica.obmep.org.br/ P.5
matematica@obmep.org.br



Exemplo 8. Sejam n > 1 um ndmero natural fixado e f :
(0,400) — R uma fungdo derivavel no ponto 1 e tal que
f(@"™) = nf(z) para todo = > 0. Mostre que f, se nao for
constante, é uma fungdo logaritmica.

Solugdo. Sendo € = 1 e e* > 0 para todo = € R, a regra
g(x) = f(e*) define uma fungdo g : R — R derivdvel na
origem, de acordo com a regra da cadeia.

Pela hipétese,

g(nx) = f((e")") = nf(e”) = ng(z),

de sorte que

9(x) = g(n(z/n)) = ng(z/n),

para todo z > 0. Dai, é facil estabelecer; por indu¢do ma-
tematica, a relagao

g(x) = nFg(x/n*), V& >0, VkeN.

Como ¢(0) = g(n-0) = ng(0) e n.> 1, temos g(0) = 0. Por
outro lado, pondo Ay := z/n* em que z # 0, segue que
k—oo .
hir — 0. Assim,
g(@/n") - gla/n*)
—_ = 1 _—
9(x) x/nk R x/nk ’
he) —
Lo 90w) —g(0)

— .
k—4o00 hk -0 r=9 (0) *

istoé, g é linear. Como f ndo é constante, g também ndo o é,
ou seja, ¢'(0) # 0. Dali, pela sobrejetividade da funcio In, vale
1/¢’(0) = Ina, isto é, ¢’(0) = 1/Ina para algum 0 < a # 1.
Portanto,

f(x) =g(lnz) = ¢'(0) - Inz = log, =,

o que demonstra a relagdo f = log,. O
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Exemplo 9. Seja f: (0,4+00) — R uma fungdo derivavel que
comuta com a funcdo quadratica x — 2, ou seja, tal que

f(@®) = f(2)? (6)

para todo > 0. Se f néo for identicamente nula, mostre
que existe um niimero real k tal que f(x) = 2* para cada
positivo.

Solugao. Afirmamos que f =0 se, e s6 se, f(1) = 0.
Primeiramente, observe que

f@) = F(Vz?) = f(Va)

para todo z € (0,+00). Em particular, f > 0. Da relacdo
acima, também é facil concluir, por indugdo matematica, que

fl@) = f(Va)”

para cada x > 0 e para todo n'€ N.

Se tivermos f(1) = 0, a continuidade de f no ponto 1
garantird f(x) =~ 0 para todo x =~ 1. Nesse caso, fixado
xg > 0, a igualdade E|

1 2mn —
P V0=
assegura que, para todo natural n suficientemente grande,
2\/x estard proximo de 1 o suficiente para que sua imagem
por f esteja proximo de f(1) = 0 a menos de 1/2. Em
simbolos, 0 < f( 2’{/:70) < 1/2 para todo n suficientemente
grande. Logo, para tais n,

Flao) = J(3/m)" < <;)2

de onde segue que

1\*"
0 < f(xo) < lim <) =0.

n—-+o0o 2

SConfira o exemplo 8 da aula Teorema do Sanduiche, no médulo
Leis do Limite - Parte 2.
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A concluséo é que f(xg) =0 e, portanto, f = 0. A afirmagédo
acima estd, pois, demonstrada.

Em particular, ou f = 0 ou f > 0. Realmente, se for
f(xzo) = 0 para algum z¢ > 0, teremos f( 2(”/:70) = 0 para
todo n natural, de modo que

— 3 2n — 3 2n — 0
f(l) - f(ngr—ﬁl-loo \/%) o ngr-ir-loof( \/%) =0
pela afirmacgao do inicio, f = 0.

Portanto, supondo f # 0, concluimos que f serd positiva.
Dai, definindo g : R — R por g(x) = In f(z), segue da regra
da cadeia que g é derivavel. Além disso,

9(2*) =In f(2*) = In f ()’
=2In f(z) = 2g(z).

Pelo exemplo anterior, g é uma fungao logaritmica, digamos,
g = log, para algum real 0 < a# 1. Pondo k = log, e, vem
que

Fa) = e = (ak) o = ot

para cada x > 0. O

Exemplo 10 (IMC - 2006). Compare tg(senz) com sen(tgx)
para todo = € (0,7/2).

Solugdo. Afirmamos-que tg(senx) > sen(tgz) para todo
z € (0,7/2).

Como-sen aplica (0,7/2) sobre (0,1) > 7/4, existe um
valor zo € (0,7/2) tal que senzy = w/4. Fazendo uma
pequena digressdo, vale notar que tgzo < m/2. Realmente,

4
L < 7-1—/27
V1= (m/4)
0 que, por sua vez, equivale a 1 < 4 — 4(w/4)%, ou seja,
7% < 12, uma desigualdade verdadeira.

Agora, sendo sen e tg crescentes no primeiro quadrante, o
mesmo se pode afirmar da composi¢ao tgosen, de sorte que

sen xo
tg o = <
COS g

T2 &

xo <z <7/2=tg(senz) > tg(senwzy) = tgm/4 = 1.
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Portanto,
xo <z < 7/2 = tg(senx) —sen(tgxz) > 1 —sen(tgx) > 0,

o que justifica a afirmagdo relativamente ao intervalo (zg, 7/2).
Quanto ao intervalo (0,z¢], considere f : [0,z9] — R
definida por

f(z) = tg(senx) — sen(tg x).

Precisamos estabelecer a desigualdade f(x) > 0 para todo x €
(0, zp]. Observando que f(0) = 0, a desigualdade procurada
serd uma consequéncia do lema 9 da aula Fzxercicios - Parte
I, do médulo anterior, se provarmos que f’ >0 em (0, zo].

Utilizando a regra da cadeia, conclui-se que fé derivavel,
valendo

f'(x) = sec?(sen x) cos &~ cos(tgx) sec? x,
ou seja,
f'(x) = sec?® x - sec? (sen x)(cos® & — cos?(sen x) cos(tg z)).

Assim, basta mostrar que a expressao dentro dos parénteses
é positiva se = € (0, o).

Caso contrério, isto é, se tivéssemos f'(¢) < 0 para algum
t € (0, zo], valeria

cost < cos?/®(sent) cos'/?(tgt).

Aqui, convém definir a fungdo g : (—7/2,7/2) — R, de regra
g(x) = In(cosz). g é estritamente concava, pois ¢'(z) =
—tgax e, portanto, ¢g"(x) = —sec’z < 0 para todo r €
(—m/2,7/2).

Umavezque0 <t <xzog=0<sent < tgt <tgag < m/2,
vemos que sent e tgt pertencem ao dominio de g. Entao,
pela desigualdade de Jensen com pesos 2/3 e 1/3, relativos
aos pontos sent e tgt, respectivamente, vem que

2g(s§nt) N g(t?)gt) - g(Zsentg—&- tgt).
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Dessa forma,
1 cos 2sent + tgt - 21n(cos(sent)) N In(cos(tgt))
3 3 3
= In(cos?/3(sent) cos*/3(tgt))
> In(cost),

o que, pelo fato de g ser decrescente no 1° quadrante, implica
2sent +tgt < 3t.
Ocorre que essa desigualdade é falsa. De fato, vale

2senx +tgx > 3z, Va e (0,7/2).

Para tanto, basta definir h(x) = 2senz 4+ tga — 3z, para
0 <z < m/2, e mostrar que h > 0 em (0, 7/2). Calculando

B'(z) =2cosx +sec’x —3 e h"(x) = 2senz(sec® x — 1),

as condi¢bes h(0) = A/(0) =0 e h” >0 em (0, 7/2) permitem,
via lema 9 da aula citada-acima, concluir que h > 0 em
(0,7/2).

Portanto, devemos ter f/ > 0 em (0, 2], o que, conforme
j& comentamos, implica tg(senx) > sen(tgx) nesse mesmo
intervalo. Isso encerra a justificativa da afirmagao inicial e
conclui a solugao. O

Dicas para o Professor

Se g é n vezes derivavel no ponto a e f é n vezes derivavel
no ponto g(a), a férmula que segue, conhecida na literatura
como formula de Fad di Bruno, expressa a n-ésima derivada
da composicdo f o g no ponto a em termos das derivadas de
ordens <n de g em a e de f em g(a):

(fog)™(a) =
nlfOrt- 4 (g(a)) rg'(a)\or rg"(@)\b2 g™ (a)\br
(7)
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em que o somatdrio se estende sobre cada (by, ba, ..., b,), uma
n-upla de inteiros ndo negativos, satisfazendo Z?:I jbj =n.

Nao precisaremos dessa férmula para calcular as sucessivas
derivadas de uma funcdo composta. De fato, para obter
(f 09)™(a), basta iterar n — 1 vezes o calculo da derivada, se
valendo da regra da cadeia e das demais regras de derivagao.
H4, contudo, casos relevantes de aplicacao da féormula de Faa
di Bruno (vide [5]).

Se o Professor desejar ilustrar a formula , sugerimos o
calculo da m-ésima derivada, na origem, da fungdo composta
x — f(a™), sendo f uma funcdo n vezes deriviavel. Com
auxilio de , nao sera dificil verificar que

TUED| o)
x=0

dx™

Além disso, o exemplo [7] também segue diretamente da
férmula .

Durante a solu¢ao do exemplo [§] estabelecemos um fato
interessante: se g : R — R for uma funcao derivdvel na
origem e tal que, para um certo natural n > 1, g(nx) = ng(x)
para todo numero real x, entdo g € linear. Essa proposicao
foi publicada no artigo. [6] pelo matemé&tico hingaro Peter
Lax.

Por fim, ainda em relacdo ao exemplo [§] o leitor deve ter
percebido que se trata do exemplo 7 da primeira aula desse
modulo, com a hipotese enfraquecida. Alias, a solugao la
apresentada também estabelece um fato digno de registro:
as. unicas solugoes continuas g : (0,400) — R da equacao
funcional g(x™) = g(x), sendo n > 1 um nidmero natural, sdo
as fungoes constantes.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.

7Caso o leitor esteja familiarizado com a férmula infinitesimal de
Taylor (vide [3], teorema 1 do capitulo 20), poderd concluir essa relacdo
em poucas linhas.
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