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1 Exercicios de Fixacao

Colecionamos neste material alguns exemplos mais ela-
borados, a fim de exercitar o material sobre PAs abordado
nas aulas anteriores.

Exemplo 1. Os nimeros naturais sio dispostos em tabelas
3 x 3, do sequinte modo:

10]11|12 19
13| 14| 15
16]17|18

Por exemplo, o numero 15 estd na segunda linha e na
terceira coluna da seqgunda tabela. Calcule a linha, a coluna
e a tabela em que se encontra o numero 800.

Solucao. Observe que a sequéncia cujo n—ésimo termo é
o elemento que estd na primeira linha e na primeira coluna
da tabela de ntimero n é uma PA de razao 9. Portanto,
dividindo 800 por 9 podemos obter a linha em que esse
ntmero se encontra. De fato, temos

800 = 88 -9 + 8,

o que significa que o nimero 800 pertence a 89* tabela.
Agora, dividimos o resto 8 por 3, pois cada tabela possui
3 colunas, para obtermos a linha e a coluna, da 89* tabela,
as quais o numero 800 pertence. Como 8 = 23+ 2, segue
que o nimero 800 pertence a 32 linha e 2* coluna da 892
tabela. Apresentamos, abaixo, a 89? tabela: o

TI3| 794795

796]797|798

799|800}]801

Exemplo 2. FEncontre todos os termos comuns das PAs
(2,15,28,41,...) e (7,12,17,22,...).

Solugaoe. Denotamos por: (an)nen € (bm)men as PAs
(2,15,28,41,...) e (7,12,17,22,...), respectivamente.
Como a,, tem razao 13 e b,, tem razao 5, utilizando a
férmula do termo geral, obtemos:

an =2+13(n—1)

by =7+ 5(m — 1).

Agora, fazemos a, = b,, com o objetivo de encontrar
condigbes sobre m e n para que ocorram termos comuns.

Assim, temos:

ap =bp <= 2+13(n—1)=7+5(m—1)
= 5m=13(n—1)
= 13| 5m
= 13 | m.

Desse modo, se um natural x pertence as duas PAs,
entao x = bysi, para algum inteiro k > 1,0u seja,

T = bizg
=7+ 5(13k =1)
= 65k + 2.

Reciprocamente, é facil ver que, para qualquer k > 1, o
nimero 65k + 2 pertence as duas PAs.. Defato, j& vimos
que 65k + 2 = by3;. Por outro lado,

65k +2 = 24135k
=2+13((bk+1)—1)
= A5k+1
Portanto, os termos comuns das duas PAs também for-
mam uma PA, que possui primeiro termo igual a 67 e razao

igual a 65:
(67,132,197,...).

O
Exemplo 3. Uma soma finita de (pelo menos dois) intei-

ros impares e consecutivos € igual a T3. Encontre esses
numeros.

Solugao. Uma lista finita de niimeros impares e consecu-
tivos é dada por uma PA (a1,as,...,a,) cuja razao vale
2. Portanto, fazendo r = 2 na férmula alternativa para a
soma dos termos de uma PA discutida anteriormente (cf.
equacao (2) do material referente & aula anterior), obte-
mos:

B =a4+ay+--+an

=nai + Zin(nz_ D)
=n(a; +n—1).

Como 73 = n(a; +n — 1), temos que n | 73, de forma
quen ="7,n="7?oun = 73 Analisemos cada uma dessas
possibilidades separadamente:

(i) Fazendo n = 7, obtemos:

7 =T(a1 +6) = a; +6 =T>=49
— a1 = 43.

Logo, neste caso, a lista procurada é

(43,45,47,49, 51, 53, 55).
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(ii) Agora, se n = 49, obtemos

=7 a1+7*—1)=a; +48=7
= a; = —41.

Neste caso, a férmula do termo geral nos da
ago9 = —41+ (49 — 1) - 2 = 55,
de sorte que a lista dos nimeros procurados é
(—41,-39,-37,...,53,55).
(iii) Finalmente, se n = 73, terfamos

=1 +7—1)=a; +342 =1
= a; = —341.

Como 7% = 343, invocando novamente a férmula do termo
geral, obtemos

agqs = —341 4 (343 — 1) - 2 = 343.
Portanto, a lista dos niimeros procurados é
(—341,-339,...,339, 341, 343).
O

Exemplo 4 (Banco OBMEP). Considere a tabela de
numeros a sequir. A primeira linha traz os nimeros de 1
atén. A sequnda traz os nimeros de 1 até n, cada um mul-
tiplicado por 2. As linhas sequem esse padrdo até ailtima,
a qual apresenta os numeros de 1 atén, todos multiplicados
por M.

2n

3n

(a) Calcule a soma de todos os nimeros da linha de
numero k. Com isto, obtenha uma expressio para a
soma de todos os nimeros da tabela.

(b) Observe os pedagos destacados na tabela, todos em
forma de L. Os numeros do k—ésimo L sao:

k,2k, ..., (k— Dk k% (k—Dk,...,2k k.

)

Calcule a soma dos mesmos em funcdo de k.

(¢) Somando os resultados de todos os nimeros em for-
mato de L, chegaremos ao mesmo resultado que so-
mando os numeros em todas as linhas. Utilize este
fato para calcular o valor da expressdo:

13423433 +... +100%

Solugao.
(a) Observe que os nimeros na linha k sdo os nimeros de
1 até n multiplicados por k. Portanto, a sua soma é:

kE+2k+3k+---4+nk=k(14+24+3+---+n)

:k'n(n—l—l)'
2

Agora, podemos calcular a soma dos nimeros de todas as

. 1 Caa .
linhas pondo o fator comum % em evidéncia. Assim

fazendo, obtemos:

1 1 1 1
n(n2—i— )+2.n(n2—i— )+3.n(n2—|— )++nn(n2—|— )

_en+D) -(1+2+3+---+n)=(

2

(b) Observando a simetria das parcelas que compoem a
primeira linha a seguir, temos:

k+2k+-+(k—-Dk+k+E—-Dk+ - +2k+k=
=k +2k+4k+---+2(k -1k
=k 4+2k(142+---+(k—1))

:]g2+2]€.k(kTil)

— K2+ Kk —1) = k.

(c) Construindo a tabela para n = 100, teremos 100 linhas
e 100 pedacos em forma de L. Uma vez que a soma de
todos os niimeros da tabela pode ser obtida somando-se os
resultados das somas dos nimeros de cada uma das 100
camadas, concluimos a partir dos itens anteriores que

1001012
=)
= 5.050?

= 25.502.500.

13+23+33+...+1003=(
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Dicas para o Professor

Recomendamos que seja utilizada uma sessao de 50 minu-
tos para desenvolver os exemplos contidos nesse material.
Na primeira metade da sessao, sugerimos que o professor
estimule os alunos a pensarem nos problemas propostos,
possivelmente dando dicas a medida que perceber suas di-
ficuldades. As referéncias [1] e [2] contém vdrios outros
problemas propostos de calibre igual ou superior aos cole-
cionados aqui.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdatica Elementar Vo-
lume 1: Numeros Reais, 22 Edi¢ao. Rio de Janeiro,
SBM, 2013.

2. G. lezzi, S. Hazzan. Os Fundamentos da Matemdtica
Elementar, Volume 4: Sequéncias, Matrizes, Deter-
minantes, Sistemas. Sao Paulo, Atual Editora, 2012.
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