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1 Probabilidade Condicional

O conceito de probabilidade condicional é de fundamental
importancia dentro do estudo da teoria das probabilida-
des. Dado um experimento aleatério e dois eventos dele,
digamos A e B, queremos atribuir um valor para a proba-
bilidade do evento A acontecer considerando que ji temos
a certeza de que o evento B acontece. Vamos comegar com
um exemplo.

Exemplo 1. A tabela abaizo indica as quantidades de
médicos de duas especialidades, alergistas e dermatologis-
tas, em wma certa regido, agrupados também de acordo
com suas nacionalidades.

| Alergistas | Dermatologistas | Total

Brasileiros 50 70 120
Cubanos 60 40 100
Total | 110 | 110 | 220

Escolhendo-se ao acaso um médico desse grupo qual a
probabilidade dele ser:

(a) Dermatologista?
(b) Dermatologista, sabendo que é cubano?
¢) Cubano, na certeza de que é dermatologista?
g
d) Alergista, dado que € brasileiro?
gista, q
Solucgao.

(a) O nimero de dermatologistas é 110. Como o total
de médicos é 220, a probabilidade de que um deles,
escolhido ao acaso (de forma uniforme), seja dermato-

110

logistas ¢ igual a 535 = 50%.

(b) Sabendo que o médico é ‘cubano, podemos reduzir o
nosso espaco amostral para 0 universo dos médicos
cubanos, que sdo 100. Dentre esses, ha 40 derma-
tologistas. Logo, a probabilidade desejada ¢é igual a
= 40%.

(¢) O total de dermatologistas é 110, dentre os quais 40
sdo cubanos. A probabilidade de que, ao sortearmos
um desses 110 médicos, ele seja cubano é igual a 2% =

110 —
36, 4%.

(d) O total de médicos brasileiros é 120, dentre os quais
50 sao alergistas. Logo, a chance de escolhermos um

alergista dentre os brasileiros é % =41, 7%.

O

As expressoes que usamos nos itens (b)-(d), ‘sabendo
que B’, ‘na certeza de que B’ e ‘dado que B’, possuem o
mesmo significado e indicam que a probabilidade desejada
estd condicionada a ocorréncia do evento B.

Agora, vamos considerar um exemplo mais geral. Sejam
A e B eventos quaisquer de um espago amostral €2, com
B # (), e sorteemos um elemento w € . Queremos calcular
a probabilidade de que w esteja em A, ji sabendo que w
pertence a B.

Observando as solugoes dos itens (b)-(d) do exemplo an-
terior, percebemos que s6 precisamos nos preocupar com
os |B| elementos de B, e que os sorteios que nos interes-
sam sdo aqueles nos quais w € AN B. De outra forma,
uma vez que ji sabemos que w € B, 0 conjunto B passa
a funcionar como nosso espago amostral; também, nesse
novo espaco amostral, AN B é o-evento cuja probabilidade
queremos calcular. Portanto, a probabilidade desejada é
|ANB|/|B|. Por outro lade, como Pr(ANB) = |ANB|/|]
e Pr(B) = |B|/|Q], temos

|ANB| _'Pr(ANB)
\B| Pr(B)

Em vista dos célculos acima, temos a seguinte defini¢ao.

Se A e B sdo eventos de um espago de proba-
bilidade Q, com P(B) # 0, a probabilidade
do evento A condicionada d ocorréncia do
evento B, denotada por Pr(A | B), é defi-
nida como:

Pr(AN B)

Pr(A| B) = — i (1)

A expressiao Pr(A | B) também pode ser lida como:
“probabilidade de A, dado B”, ou “probabilidade de A,
na certeza de B

A equagdo () implica que

Pr(AN B) =Pr(B)Pr(A| B). (2)

Veja que esta tltima igualdade é valida mesmo no caso em
que Pr(B) = 0. De fato, como B = (AN B) U (B — A)
(unido disjunta), temos

P(B)=P(ANB) + P(B - A) > P(ANB).

Portanto, se Pr(B) = 0, entdo Pr(A N B) = 0 também.
Por fim, invertendo os papéis de A e B na equagao (@) e
observando que ANB = BN A, também podemos escrever

Pr(ANnB) =Pr(A)Pr(B | A). (3)

As expressoes acima nos ddo uma maneira bastante til
de encontrar o valor da probabilidade da interse¢ao dos
eventos A e B, desde que consigamos encontrar os valores
de Pr(A) e Pr(B | A) (ou aqueles de Pr(B) e Pr(A | B)).
Isto é uma alternativa ao uso da férmula Pr(A N B) =
Pr(A) 4+ Pr(B) — Pr(A U B) que vimos na aula passada.

Vejamos mais um

Exemplo 2. Considere uma urna com 20 bolas, sendo 12
pretas e 8 brancas, de onde iremos retirar duas bolas. En-
contre a probabilidade de:

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



(a) Ambas serem pretas, se houver reposicdo.
(b) Ambas serem pretas, se ndo houver reposicdo.
(c) Ambas serem da mesma cor, se ndo houver reposicdo.

(d) Elas serem de cores diferentes, se ndo houver re-
POSicao.

Solugao. Facamos cada item.

(a) O fato da retirada ser feita com reposi¢do indica que,
apds a primeira bola ser retirada, ela é reposta, ou
seja, recolocada dentro da urna. Dessa forma, a se-
gunda bola retirada pode ser qualquer uma das 20
bolas originais. Se A é o evento “a primeira bola é
preta”, temos claramente que Pr(A4) = 12/20. Por ou-
tro lado, seja B o evento “a segunda bola é preta”.
Uma vez que houve reposicdo, saber que a primeira
bola é preta nao nds fornece qualquer informagao extra
sobre as chances da segunda ser preta. Sendo assim,
Pr(B | A) = Pr(B) = 12/20 e, dai,

12 12 36

Pr(ANB) =Pr(A)Pr(B| A) = 50" 30 — 100"

(b) Se A e B sao definidos como no item anterior, ainda te-
mos Pr(A4) = 12/20. Contudo, como nao hé reposicao,
temos apenas 19 possiveis candidatas para a segunda
bola. Por outro lado, como queremos calcular a pro-
babilidade de ambas as bolas serem pretas, entao im-
plicitamente temos a informacéo de que A ocorre, ou
seja, de que a primeira bola retirada foi preta. Assim,
apenas 11 das 19 bolas restantes sdo pretas, e o valor
de Pr(B | A) é 11/19. Portanto:

12 11 33
Pr(ANB)=Pr(A)Pr(B| A) = ~Vit 3

(c) Para que as duas bolas sejam da mesma cor, temos que
ambas s@o brancas ou ambas sao pretas. A probabili-
dade do evento de que ambas sejam pretas foi calculada

no item anterior. De forma, andloga, a probabilidade

d b j b ¢ igual 8 7 14
e que ambas sejam brancas € igual a — - — = —.
d ) WEINA A 90 19 T 95
Como esses dois eventos sao disjuntos, temos que a

probabilidade desejada é igual a

33 L 14 47
95 ~ 95 95
(d) Este evento é o complementar do evento do item an-
47 48
terior. Logo, sua probabilidade é 1 — 9% = o5 Ou-

tra maneira de obter esse resultado, agora utilizando
o conceito de probabilidade condicional, é considerar
inicialmente o caso em que a primeira bola seja preta
e a segunda seja branca e, em seguida, o caso em que a

primeira seja branca e a segunda seja preta. Racioci-
nando como nos dois itens anteriores, concluimos que
o resultado é:

128 8 1248
20 19 20 19 95

O

E preciso ter muito cuidado para nao confundir as pro-
babilidades condicionais Pr(A | B)e Pr(B | A). Essas
quantidade possuem interpretagoes diferentes e, em geral,
seus valores sdo distintos. De fato, pelas equacdes ([2)) e
@), temos que

Pr(A)Pr(B | A) = Pr(B)Pr(4| B) (4)

Assim, no caso em que tais valores sao nao nulos, a igual-
dade acima garante que Pr(A | B) serdigual a Pr(A | B)
se, e s6 se, Pr(A) for igual a Pr(B).< A equagdo @) equi-
vale ao chamado Teorema de Bayes e pode ser usada em
célculos onde é preciso “inverter” os papéis de A e B (veja,
por_exemplo, a solugao 2 do Exemplo []).

2 Eventos independentes

Em geral, é possivel que o valor de Pr(A | B) seja tanto
maior, igual ou menor que Pr(A4). Dizemos que o evento
A ¢é independente de B quando valer que Pr(A | B) =
Pr(A). Intuitivamente, isso significa que nossa estimativa
para a chance de A acontecer nao é afetada caso ganhemos
a informacao de que B acontece.

Suponha que Pr(AN B) # 0. Novamente pelas equagoes
@) e @), veja que se vale Pr(4A | B) = Pr(A), entdo
também vale Pr(B | A) = Pr(B). Em palavras, se A é
independente de B, entao B também ¢é independente de
A. Por conta disso, em geral podemos dizer simplesmente
que A e B sdo independentes. Veja, ainda, que isso acon-
tece se, e 86 se, Pr(AN B) = Pr(A)Pr(B). Sendo assim,
temos a seguinte definigdo:

Dois eventos nio vazios A e B sdo indepen-
dentes se, e somente se,

Pr(An B) = Pr(A) Pr(B).

Assim, ao tentarmos resolver um problema onde figu-
ram dois eventos e quisermos calcular a probabilidade de
que ambos ocorram, muitas vezes bastarda multiplicarmos
as probabilidades de que cada um deles ocorra. Mas, po-
demos fazer isso se, e s6 se, soubermos que os dois eventos
sdo independentes.

Podemos provar também a seguinte proposi¢ao bastante
natural.

Proposicdao 3. Se A e B sdo independentes, entdo:
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(a) A e B sio independentes.
(b) A e BC sio independentes.

Prova. Suponha que A e B sdo independentes, ou seja,
que Pr(A N B) = Pr(A) Pr(B). Vamos provar primeiro o
item (@). Para tanto, lembre-se de que Pr(B%) = 1—Pr(B).

Além disso, podemos escrever A = (AN B) U (AN BY),
onde ANBe AN B sdo disjuntos. Logo,

Pr(A) = Pr(AN B) + Pr(An BY),
de sorte que
Pr (A n BU) Pr(A) — Pr(AN B)
Pr(A) — Pr(A) Pr(B)
= Pr(4)(1 - Pr(B))
Pr(A) Pr(BY).

Isso quer dizer que A e Bt sao independentes.

Para provar o item (b)), basta aplicar o item (@) aos
conjuntos Bt e A no lugar de A e B, respectivamente.
Tomando o complemento de A, temos que AL e BE sio
independentes. o

3 Aplicacoes

Exemplo 4. Certo baralho consiste em 100 cartées nume-
radas de 1 a 100. Retiram-se dois cartées ao acaso (sem
reposi¢do). Qual a probabilidade de que a soma dos dois
numeros dos cartées seja igual a 1007

Solucao. Para que a soma dos cartdes seja igual a 100,
o primeiro ntimero retirado nao pode ser igual a 100, e a
probabilidade de que isso aconteca é 99/100. Assumindo
que isso acontece (i.e., que o primeiro niimero retirado nao
é igual a 100), ao retirarmos o segundo cartdao haverd exa-
tamente um, dentre os 99 restantes, que, quando somado
ao primeiro, resulta em 100. Logo, temos uma probabili-
dade de 1/99 de escolher ‘corretamente’ o segundo cartéo.
Em simbolos, denotando por C; o valor do primeiro carao
e (5 o valor do segundo, a probabilidade desejada é:

Pr(“Cy #100” ¢ “Cy +Cy = 1007) =
Pr(¢Cy #1007) - Pr(“Cy 4 Cy = 1007 | “Cy # 1007) =
99 1 1
T 100 99 100°
O

Exemplo 5. (UERJ-2013, adaptado) Em um escritério, hd
dots porta-lapts: o porta-lapis A, com 10 ldpis, dentre os
quais 3 estao apontados, e o porta-lipis B, com 9 ldpis,
dentre os quais 4 estdo apontados. Um funciondrio retira
ao acaso um lapis de A e o coloca em B. Novamente ao
acaso, ele retira um ldpis qualquer do porta-ldpis B. Qual
a probabilidade de que este ultimo lapis ndo tenha ponta?

Solugdo. Seja Ap o evento em que o lapis retirado de A (e
colocado em B) possui ponta, e o seja Ay 0 evento em que
0 mesmo ndo possui ponta. E claro que Pr(Ap) = 3/10 e
Pr(An) = 7/10.

Seja By o evento em que, apos feita a transferéncia de
A para B, o lapis que foi retirado de B nao possui ponta.
Queremos encontrar Pr(By), e observe que exatamente
um entre Ap e Ay acontece. Assim, temos dois casos a
considerar:

Caso 1: Ap acontece. Como o lapis que foi retirado
de A tem ponta, o porta-lapis B ficard com 10 lapis, dos
quais 5 nao possuem ponta. Assim, Pr(By | Ap) = 5/10,
e a probabilidade de que Ap e By acontecam é:

3 5 15

PF(APQBN) T()E::[_OO

= Pr(AP) PI'(BN | AP) =
Caso 2: Ay acontece. Como o lapis que foi retirado de
A néo tem ponta, o porta-lapis B ficarda com 10 lapis, dos
quais 6 ndo possuem ponta. Assim, Pr(By | Ap) = 6/10,
e a probabilidade de que Ay e By acontecam é:

v 6 42

Pr(ANQ By) = 10 10 100°

Pl“(AN) PI’(BN | AN)
Por fim, como esses dois casos sao disjuntos, a probabi-
lidade de que By aconteca é

15 42 o7

100 T 700 ~ 100°
]

O dltimo passo da solucao do exemplo anterior pode ser
formalizado observando-se que, como Ay U Ap é igual ao
espago amostral inteiro, o evento By pode ser escrito como
a unido disjunta de (By N Ap) com (By N An). Assim,

PF(BN) = Pl“(BN N AP) + PI’(BN n AN)

Isso pode ser generalizado para o seguinte teorema, cuja
prova deixamos como exercicio para o leitor.

Teorema 6 (Lei das probabilidades totais). Seja B um
evento e A1 U ...U A, uma partigio do espago amostral.
Entao:

= ZPr(B | A;) Pr(4;).

=1

i=1

Exemplo 7. A probabilidade de um nadador A queimar a
largada em uma competicao é de 18%; para o nadador B,
essa probabilidade é de 12%. Se os dois nadadores estdio
disputando uma prova, qual é a probabilidade de que:

(a) ambos queimem a largada?
b) nenhum deles queime a largada?
g

(¢) pelo menos um queime a largada?
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Solugao. Para simplificar a notacdo, vamos denotar sim-
plesmente por A o evento em que “A queima a largada”.
Temos entdo que Pr(A) = 18/100 e Pr(A®) = 82/100. De
modo analogo, temos Pr(B) = 12/100 e Pr(BL) = 88/100.
Agora, analisemos os itens de (a) a (c):

(a) Certamente os eventos A e B sdo independentes. As-
sim, Pr(A N B) é igual a:
18 12 216

=100 100 — 10000 — 216%

Pr(A) Pr(B)
(b) Pela Proposicao B temos que AL e BC sdo indepen-
dentes. Logo, Pr(A% N BY) é igual a:
82 88 7216

(¢) Podemos resolver este item de duas maneiras. Para a
primeira, precisamos perceber que este item é o com-
plementar do item anterior. Sendo assim, a probabili-
dade desejada ¢ igual a:

100% — 72,16% = 27,84%.

A segunda maneira consiste em tratar os casos em que
apenas A queima a largada, apenas B o faz, e tanto
A como B o fazem. Temos entdo a unido disjunta
entre AN BC, AN Be AN B. Logo, novamente pela
Proposic¢ao 3, a probabilidade desejada é igual a:

Pr(A) Pr(B®) + Pr(A%) Pr(B) + Pr(A) Pr(B).
Fazendo as contas, iremos obter 27,84%, como acima.

O

Exemplo 8. Em um prédio residencial hd dois blocos, A
e B. No bloco A estio 40% dos apartamentos, dos quais
10% estdo em atraso com o condominio. No bloco B, 20%
estGo com tazras atrasadas. As fichas de todos os moradores
estdo reunidas e uma delas é escolhida ao acaso. Sabendo
que a ficha escolhida é de um condomino em dia com as
taxas, calcule a probabilidade de que ele seja do bloco B.

Solugao 1. Seja A o evento em que a ficha sorteada é do
bloco A. E dado que Pr(A)'= 40%. Definindo B de modo
andlogo, temos que Pr(B) = 1 — 40% = 60%. E dado
também que Pr(“atraso” | A) = 10% e Pr(“atraso” | B) =
20%. Sendo assim,

Pr(AnN “atraso”) = Pr(A) Pr(“atraso” | A)
=40% - 10% = 4%.
De forma andloga, podemos calcular os demais valores na

seguinte tabela que indica o percentual de condéminos em
cada situagao:

| Atrasado | Em dia | Total

Bloco A 4% 36% 40%
Bloco B 12% 48% 60%
Total | 16% | 84% | 100%

Sendo assim, a probabilidade desejada é:

Pr(BN“em dia”) ~ 48% 4

Pr(B | “em dia”) = - 4
H(B | fem dia”) Pr(“em dia”) 84% 7

|

Solugdo 2. Sejam A e B como na solu¢ao anterior. Veja
que Pr(“em dia” | B) = 1 = 20% = 80%.
Usando a equacdo (@), temos que:

Pr(B) Pr(“em dia” | B)
Pr(“em dia”)

Pr(B | “em dia”) =

O numerador é igual a 60% - 80% = 48%. Por outro lado,
pela Lei das Probabilidades Totais, o denominador é igual
a:

Pr(“em dia”) =
= Pr(A)Pr(“em dia” | A) + Pr(B) Pr(“em dia” | B)
=40% - 90% + 60% - 80%
= 36% + 48% = 84%.

Assim,
. 4
Pr(B | “em dia”) = —— = —.
o 7
o

Observe que, no exemplo anterior, os valores de
Pr(“em dia” | B) e Pr(B | “em dia”) sdo bem diferentes.

Exemplo 9. Sejam A e B eventos de um mesmo espago
amostral, sobre os quais sabe-se que a probabilidade de A é
3/4, e a probabilidade de B é2/3. Se p € a probabilidade da
intersecao dos eventos A e B, encontre os valores maximo
e o minimo para p. Se p =T7/12, qual é a probabilidade de
B ter ocorrido, sendo dado que A ocorreu?

Solugiao. Lembre-se, da aula passada, que Pr(A U B) =
Pr(A) 4+ Pr(B) — Pr(A N B). Sendo assim,

p =Pr(A) + Pr(B) — Pr(AU B)

3 2
—Z—Fg—PI‘(AUB)
17

Veja que p é minimo quando Pr(AUB) é méximo, e vice-
versa. Assim como para qualquer probabilidade, temos que
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Pr(AUB) < 1, e isto pode de fato acontecer, uma vez que
Pr(A) + Pr(B) > 1. Logo o valor minimo de p é

1
o _3
12 12

Por outro lado, como A C AUB e B C AUB, temos que
Pr(AU B) > max{Pr(A),Pr(B)} = 3/4. Novamente, isso
pode de fato acontecer; por exemplo, basta que B C A,
pois ai AU B = A. Logo, o valor maximo de p é

17 3 8
12 4 12

Agora, suponha que p = 7/12 (o que é vidvel, uma vez
que, 5/12 < 7/12 < 8/12). Para encontrar o valor de
Pr(B | A) basta usar a férmula:

Pr(ANB) 712 7

PBIA =S ~ 3 o

O

Exemplo 10 (Fuvest, adaptada). Considere o experimento
que consiste no langamento de um dado perfeito (com seis
faces, numeradas de 1 a 6, todas com a mesma probabili-
dade de serem obtidas). Considere os eventos:

A = “O resultado é par”.

B = “O resultado é maior ou igual a 5”.
C = “O resultado é multiplo de 37
Pergunta-se:

(a) Os eventos[dl e[B sio independentes?
(b) Os eventosldl e[d sdo independentes?
(c) Os eventos[Bl eld sio independentes?

Solucgao. Precisamos calcular as probabilidades de cada
um dos eventos e de suas interse¢oes. O espago amostral
éQ =1{1,2,3,4,5,6} e os eventos sdo A = {2,4,6}, B =
{5,6} e C = {3,6}. Assim, Pr{d) = 3/6 = 1/2, Pr(B) =
2/6=1/3ePr(0)=2/6=1/3.

(a) Temos AN B = {6}, logo, Pr(AIMB) = 1/6. Temos
também que Pr{A)Pr(B) = 2- 2 = 1, de modo que os
eventos ' A e B sao independentes. Outra maneira de
verificar isso é observar que a probabilidade do nimero
sorteado ser par na certeza de que ele é maior ou igual
a 5 continua sendo igual a 1/2 (pois, no dado, s6 ha
um par maior ou igual a 5); por sua vez, isso ¢é igual a
probabilidade dele ser par.

(b) Temos AN C = {6}, logo, Pr{AIMC]) = 1/6. Temos
também que Pr(d) Pr(C) = 2- 2 = ¢, de modo que os
eventos [4l e [Cl também sio independentes.

(c) Temos que BNC = {6}, logo, Pr(]Zlf‘lZZl) =1/6. Mas,
dessa vez, temos que Pr(B] Pr(]Cl) =2.2=-1 oque
nos leva a concluir que os eventos[Ble[C] nio sio inde-

pendentes.
O

Exemplo 11. Uma urna contém 12 bolas, cada uma das
quais com um numero de 1 a 6 nela escrito. A tabela
abaizo indica quantas bolas ela contém para cada um dos
numeros.

Numero da Bola | 12 3 4
Qtd de Bolas | 1 1 3 1

3 3

Considere os eventos ], [Bl e[d, definidos do mesmo modo
que no Exemplo [I0, e responda ds mesmas perguntas le-
vantadas naquele exemplo.

Solucao. Neste exemplo temos um total de 12 bolas, mas
algumas possuem niimeros repetidos. Sendo assim, as pro-
babilidades de ocorréncia de cada um dos niimeros nao sao
todas iguais. Por exemplo, a probabilidade de se obter o
ntmero 1 éigual a 1/12, enquanto a de se obter o ntimero
6 é igual a 3/12.

Isto posto, é imediato calcular as probabilidades dos
eventos A, B e C: Pr(4) = 5/12, Pr(B) = 6/12 e
Pr(C) =6/12. Agora, temos que:

(a) Pr(ANB) = 3 # & - & = Pr(A)Pr(B). Logo, A e
Bmnao sao independente

(b) Pr(ANC) =& # 55 =Pr(A)Pr(C). Logo, Ae C

nao sao independentes.

(c) P(BNC) = & = 5 - & =Pr(B)Pr(C). Logo, B e
C sao independentes.

O

Problema 12. Uma moeda honesta é langada trés vezes
e sao anotados os resultados (cara ou coroa) da face que
ficou virada para cima. Considere os sequintes eventos:

A = “O nidmero de caras é par”.

B = “Os resultados dos dois primeiros langcamentos sao
iguais”.

C = “Os dois ultimos lancamentos resultaram em cara’

Mostre que A € independente de B, A € independente de
C e B ¢ independente de C. Contudo, mostre que A nao
¢ independente do evento BN C.

Dicas para o Professor

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



O conceito probabilidade condicional pode ser bastante es-
corregadio. Assim, ele deve ser introduzido com bastante
cautela. Veja, por exemplo, que ndo hé necessidade de
que exista qualquer relagao de causalidade ou temporali-
dade sobre os eventos A e B de um experimento para que
possamos definir Pr(A | B).

A equagao () é o que define o conceito de probabilidade
condicional. O simbolo Pr(A | B) é apenas uma maneira
curta de escrever Pr(A N B)/Pr(B), e para ele damos o
nome de “probabilidade condicional”. Alguns autores in-
cluem a equagdo ([2)) como um dos axiomas da teoria das
probabilidades. Intuitivamente, estamos usando o evento
B para renormalizar as probabilidades do espago origi-
nal, obtendo assim uma nova distribui¢do sobre os eventos
do mesmo. Isso faz com que seja possivel buscar inter-
pretacoes praticas para o nimero Pr(A | B).

De forma mais geral, no caso de termos um espaco amos-
tral infinito, a Lei da Probabilidade Totais pode ser apli-
cada para qualquer parti¢io de A com uma quantidade
enumeravel de partes. O leitor pode encontrar mais deta-
lhes sobre essa afirmagdo na referéncia [1], por exemplo.
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