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1 Grafico de uma funcao afim

Lembremos que o gréafico de uma fungdo f : A — B, de-
notado por Graf(f), é o subconjunto do produto cartesiano
A x B, formado pelos pares ordenados (a, f(a)), com a € A.

No caso em que A C R e B C R, é possivel identificar
Graf(f) com um conjunto de pontos do plano cartesiano,
fazendo com que o grafico Graf(f) passe a ser uma repre-
sentacao geométrica da fungao f.

Em uma material anterior (Fungoes - Nogoes Bésicas -
Parte 3, Exemplo 6) vimos que o gréifico da fungao afim f :
R — R, dada por f(z) = 2z + 1, é uma reta. Nesta segdo,
vamos mostrar que o grafico de uma funcao afim f : R —
R geral, dada por f(x) = azx + b, é uma reta, e daremos
interpretacoes geométricas para os coeficientes a e b.

Caso vocé ache conveniente, sugerimos que releia, agora,
o exemplo exibido no material citado acima, pois repetiremos
0 mesmo argumento 14 utilizado.

Teorema 1. O grdfico de uma funcao afim f: R — R € uma
reta.

Prova. Seja f afim, dada por f(z) = ax + b, com a,b € R.
Consideremos os pontos. (0, f(0)) e (1, (1)), ambos perten-
centes ao gréfico de f(acompanhe a discussao na figura [1f).
Vamos mostrar que um ponto qualquer (z, f(x)) do grafico
de f, com z/%# 0,1, estd sobre a reta que passa por (0, f(0))
e (1, f(1)). o o
Observando a figura, vemos que OA=1-0=1, EC =

f)—fO0y=a-1+b—-a-0-b=a, AB=2—-1c¢e
CD = f(x) — f(1) =ax +b—a—b=a(x —1). Assim,
EC a
_ = = =
0A 1
€ _
CD _a(z—-1)
A «-1 "
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Figura 1: o grafico de uma fungao afim é uma reta.

Portanto, e
EC

de sorte que os dois triangulos retangulos tracejados na figura
tém catetos proporcionais.

Como ambos os triangulos sao retangulos nos vértices nao
destacados na figura, o caso LAL de semelhanga de triangulos
garante que eles sao semelhantes. Em particular, os angulos
formados pelas hipotenusas dos mesmos com a horizontal sao
congruentes, e isso significa que os pontos (0, f(0)), (1, f(1))
e (z; f(z)) sdo colineares. Por fim, como (z, f(x)) é um ponto
qualquer do gréfico, concluimos que o grafico de f é a reta
que passa pelos pontos (0, £(0)) e (1, f(1)). O

O teorema anterior admite a seguinte reciproca.

Teorema 2. Se o grdfico de uma fungio f: R — R for uma
reta, entao a funcdo € afim.

Prova. Uma vez que Graf(f) é uma reta, os pontos (0, f(0)),
(1, f(1)) e (x, f(z)) sdo colineares, para todo xz € R\ {0, 1}.
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Assim, os triangulos retangulos tracejados na figura (1] sao
semelhantes, mas dessa vez pelo caso AA de semelhanga (de
fato, os angulos dos dois tridngulos sao congruentes em pares,
uma vez que ambos sao retangulos e tém catetos paralelos em
pares). Portanto, vale a seguinte relagdo entre seus catetos:

EC CD
OA AB’
Note que, como na demonstracao do teorema anterior,

ainda temos EC = f(1) — f(0), OA=1,CD = f(z) — f(1)
e AB = x — 1. Portanto, a igualdade anterior torna-se
fA) =) _ fl@) - fQA)

1-0 z—1

Essa tltima igualdade, resolvida para-f(x), implica

f(@) = (f(1) = f(0))z + £(0),

para todo real & # 0,1. Observe, contudo, que ela conti-
nua trivialmente verdadeira para x =0,1, de forma que é
verdadeira para todo x € R.

Por fim, denotando a = f(1) = f(0) e b = f(0), obtemos
f(z) = ax+b, com a;b € R. Logo, f é uma fungéo afim. O

Observacao 3. Sabemos, da geometria plana, que dois pon-
tos determinam uma reta. Por outro lado, se o grdfico de
uma funcao f R — R for uma reta, vimos que a funcao
€ afim. Desse modo, podemos afirmar que uma funcdo afim
fica totalmente determinada se soubermos as imagens de dois
dos elementos de seu dominio. Realmente, na demonstracdo
do _teorema anterior, usamos os pontos (0, f(0)) e (1, f(1))
para- determinar a expressdo da fungao afim cujo grdfico €
uma reta dada.

A seguir, veremos que os coeficientes a e b da funcao afim
dada por f(z) = ax + b tém significados geométricos.

Primeiramente, como f(0) =a -0+ b = b, o coeficiente b
é igual & ordenada do ponto (0, f(0)), onde o grifico de f in-
tersecta o eixo y. Por essa razao, chamamos b de coeficiente
linear do gréfico de f (veja a figura[2)).
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egr(f)

(0, f(0))

= 4

Figura 2: o coeficiente linear.

Consideremos, agora, os pontos’ A = (0, f(0)) e B =
(1, f(1)) sobre gr(f). O angulo 6 que o grifico de f forma
com a horizontal é angulo interno do triangulo retangulo
ABC (veja a figura |3)).

A tangente desse angulo é, por definicdo,

) $()—1(0)

t
& 120

=f(1)— f0)=a+b—-b=a.
Dessa forma;-o coeficiente a € igual a tangente do angulo que
a reta gr (f) forma com a horizontal. Por isso chamamos a
de coeficiente angular do gréfico de f.

Alguns casos particulares merecem atengao especial.

(1) Se f : R — R é uma funcao constante, dada por f(z) =
b, entao tgd = a = 0, o que implica # = 0. Logo, o seu
grafico é uma reta horizontal.

(2) Se f: R — R éafungao identidade, dada por f(z) = z,
entao tgfd = a = 1 o que implica 6 = 45°. Isso significa
que o grafico de f € a bissetriz dos angulos retos que
formam o primeiro e o terceiro quadrantes (veja o Lema
10 do material Fung¢des - Nogoes Bdsicas - Parte /).
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Dizemos, pois, que o grafico da funcao identidade é a
bissetriz dos quadrantes impares.

(3) Uma reta vertical r ndo pode ser grafico de uma funcio,
pois dois pontos quaisquer dessa reta tém a mesma
abscissa. Sendo assim, se fosse r = gr (f), dois pontos
distintos de r seriam do tipo (z,y) e (z,y’), com y #
y'. Porém (z,y),(x,y’) € gr(f) implicam y = f(z) e
y' = f(z), ou seja, z teria duas imagens diferentes, o
que nao ¢é possivel se f for uma funcao.

B 4

--—1—--:

Figura 3: o coeficiente angular.

No caso em que o dominio de uma funcao afim f é um
subconjunto A C R, o grafico de f é um subconjunto da reta
que é grafico de f, com o dominio estendido a todos os reais.
A seguir, vemos um exemplo nesse sentido.
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Exemplo 4. O grdfico da funcao f : [1,2] — R, dada por
f(x) = 3x — 1 € o segmento de reta que liga os pontos
(1, f(1)) = (1,2) a (2, f(2)) = (2,5)(veja a figura |{]). FEsse
segmento de reta estd contido na reta r = gr(F), onde F :
R — R, dada por F(x) = 3z — 1, estende o dominio da
funcdo f a todos os numeros reais.

v

—
B $--mmmmmmmmmmm

Figura 4: o 'segmento de reta que é grafico da funcao afim
f:[1,2) = R, dada por f(z) =3z — 1.

Terminamos este material apresentando um exemplo que
ilustra uma aplicacao de fungoes afins que estd além do mate-
rial de que dispomos. Tal aplicagao diz respeito ao problema
de encontrar a funcao afim que melhor aproxima uma fungao
dada, num entorno suficientemente pequeno de um ponto de
seu dominio.

Historicamente, o desenvolvimento das técnicas para ob-
ter essa melhor aproximag¢ao deu origem ao Cdlculo Dife-
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rencial, drea da Matematica de importancia central para a
ciéncia moderna.

Exemplo 5. Seja Ry o conjunto dos nimeros reais nao ne-
gativos. As fungoes f: Ry — R e g: Ry — R, dadas por
f(z) = x eg(x) = §+ 1, tém seus grdficos esbogados na
figura [,

Figura 5: os grafices das fun¢es f e g. Note que a reta
tangencia a curva no ponto (4,2).

Como a figura_sugere, os grificos sé tem o ponto (4,2)
em comum. Realmente, se x > 0 for tal que f(x) = g(z),

entdo /x = § + 1, 0 que € o mesmo que <§—1) = 0.

Portanto, @ —1 =0, logo, x = 4. Veja, ainda, que, para

x #4, tem-se

2
x x
o)~ 1) = §+1-va= (1) >0,
de modo que o ponto (x,g(x)) estd acima do ponto (z, f(x)).
Assim, intuitivamente, (4,2) é um ponto de tangéncia dos
dots grificos.
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Nas prozimidades do ponto de tangéncia (4,2), a distancia

vertical entre os dois grdficos ¢ dada por (% — 1)2, logo, €
pequena. Assim, para valores de x prorimos d abscissa do
ponto de tangéncia, isto €, para valores de x proximos de 4,
temos que \/xr = f(x) pode ser razoavelmente bem aproxi-

mado por g(x). Por exemplo,

5
VB = f(5) = g(5) = JH1=22%.
Usando uma calculadora, vocé pode verificar que v/5 = 2,236,
com trés casas decinais exatas. Isso significa que g(5). =
2,25 € uma aprozimacdio de \/5 com uma casa decimal exata.
Para um outro exemplo, temos

4215 +1 = 2,125

9(475) =

Usando novamente uma calculadora, podemos verificar que
f(4,5) = /4,5 = 2,121. Logo, g(4,5) = 2,125 é uma apro-
ximagao de /4,5 com duas casas decimais exatas.

Dicas para o Professor

Um ou dois encontros de 50 minutos cada sao suficientes
para cobrir. este material.

Conforme observamos nas Dicas para o Professor da pri-
meira parte do material, uma razao muito importante para
estudar funcdes afins é que é possivel estudar fungoes mais
gerais usando fungoes afins como uma primeira aproximagao.
Fizemos isso no Exemplo [5] muito embora nao discutimos
como encontrar a funcdo g a partir da funcao f (contudo,
teremos mais a dizer sobre isso mais adiante).

Faga experiéncias com seus alunos envolvendo aproxima-
¢oes de raizes quadradas ou raizes cibicas. Vocé vai precisar
um pouco de Célculo Diferencial (derivadas) para elaborar os
exemplos, mas nao precisa falar sobre Célculo para os alunos.
Uma vez obtida a fungao afim que aproxima uma funcao dada
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em torno de um ponto (como no exemplo , vocé pode usar
um software de geometria dindmica para tragar os graficos e,
visualmente, checar com seus alunos a proximidade dos dois
graficos em torno do ponto em questdo (como na figura [5)).

Algum aluno mais curioso pode questionar como obter a
expressao da fungao afim cujo grafico tangencia o grafico da
funcao dada (no exemplo |5, como encontramos g(z) = 7 +1
a partir de f(x) = /z?). Nesse caso, fale sobre a existéncia
de uma técnica para descobrir a lei de formagao de g (a
derivagao). Dependendo do nivel da turma, vocé pode citar
o Teorema 7 da Parte 1 e dizer que a derivada de uma fungao
afim é dada pela expressao da taxa de variagao e coincide com
seu coeficiente algular, mas que, para fungdes mais gerais,
essa taxa de variacdo nao é constante, o que dificulta o seu
tratamento em nivel elementar.

O estudo da taxa de variacao da funcao-afim, como exi-
bido neste texto, de sua interpretagao geométrica como co-
eficiente angular e de aplicagdes como a do exemplo [5} sao
excelentes oportunidades para se falar sobre um dos conceitos
fundamentais do Célculo (e da ciéncia moderna): a derivada.
Nesse caso, podemos fazé-lo. em um contexto elementar (isto
é, sem o uso de limites), devido & simplicidade das fungoes
afins.

As referéncias listadas a seguir discutem fungoes em geral,
e afins em particular. 'As referéncias [2] e [3] trazem vérios
problemas simples envolvendo fungoes afins, ao passo que a
referéncia (1] estende o estudo de fungdes até os rudimentos
do-Célculo.
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