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1 Resolucgao de exercicios

Nesse material, apresentamos alguns exemplos envol-
vendo os mais diversos conteidos abordados até aqui.

Exemplo 1 (OBM). Uma hora-poténcia é uma hora cujo
formato representa uma poténcia perfeita de numero in-
teiro com expoente maior que 1, ou seja, algo mo for-
mato a® em que a e b sio inteiros e b > 1. Por exem-
plo, 03 : 43 ¢é wma hora-poténcia, afinal, 343 = 73, mas
01 : 10 nao é uma hora-poténcia, pois 110 nao € poténcia
exata de numero inteiro algum. Também, 02 : 89 ndo é
hora-poténcia, pois, embora 289 = 172, nao existe a hora
02 : 89 (jd que os minutos vio apenas até 60). Quan-
tas horas-poténcias existem depois de 00 : 00 e antes de
02:597

Solucgao. Primeiramente, vamos contar todas as poténcias
perfeitas entre 0 e 259. Iniciamos com os quadrados per-
feitos, que sdo: 12 =1, 22 =4, 32 = 9, 42 = 16, 5% = 25,
62 = 36, 72 = 49, 82 = 64, 92 = 81, 10?2 = 100, 112 = 121,
122 = 144, 132 = 169, 142 = 196, 152 = 225 e 162 = 256.
Agora, passamos aos cubos perfeitos, excluindo os que
também sao quadrados perfeitos e ja foram contados antes:
23 =8, 3% =27,5% = 125 e 63 = 216. As quartas poténcias
perfeitas nao entram na conta, pois também sao quadra-
dos perfeitos e ja foram contadas. As demais poténcias
perfeitas que sdo menores que 259 sdo: 2° = 32, 3° = 243
e 27 =128.

Temos, assim, um total de 23 poténcias perfeitas entre
0 e 259. Mas, observe que 00 : 64, 00 : 81, 01 : 69 e
01 : 96 nao sao horas-poténcias, pois em todos esses casos
a quantidade de minutos excede 59. Deste modo, temos
um total de 23 — 4 = 19 horas-poténcias entre 00 : 00 e
02 : 59. O

Exemplo 2. Quantas vezes o algarismo 9 aparece no resul-
tado da operacao
101°0 — 20177

(a) 93.
(b) 94.
(c) 95.
(d) 96.
(e) 97.
Solucgao. Observe que

10'%° — 2017 = (10'%° — 1) — 2016

=99...9-2016
—_—
99 alg
=99...97983
95 alg

Portanto, o resultado da expressao 10'°°—2017 possui 95+
1 =96 algarismos 9. Assim, a alternativa correta é a letra
(d). O

Exemplo 3 (Banco OBMEP). Um numero € dito “enqua-
drado” quando, ao ser somado com o numero obtido in-
vertendo a ordem de seus algarismos, o resultado é um
quadrado perfeito. Por exemplo, 164 e 461 sao enquadra-
dos, uma vez que 164 + 461 = 625 = 252. Quantos sdo 0s
numeros enquadrados entre 10 e 1007

(a) 5.
(b) 6.
(c) 8.
(d) 9.
(e) 10.

Solugao. Se n é um numero inteiro entre 10 e 100, po-
demos escrever n = ab = 10a + b, onde a e b sao os al-
garismos de n, das ordens das dezenas e das unidades,
respectivamente. Observe que 1 <a <9e0<5b<9. In-
vertendo a ordem dos algarismos de n, obtemos o nimero
m = ba = 10b 4+ a. Desse modo, n é enquadrado se, e
somente se,

m+n=10a+b+10b+a=11la+ 11b = 11(a + b)
for um quadrado perfeito. Dai, devemos ter
a+b=114¢%

para algum natural q.

Agora, se ¢ = 1, entdo a + b = 11; se ¢ > 2, entdo
a+b>2%2.11 = 44. Mas, como a,b < 9, temos a+ b < 18,
de modo que a tunica possibilidade é a + b = 11. Dal,
obtemos que os ntimeros enquadrados entre 10 e 100 sao
29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 e 92, ou seja, temos um total
de 8 nimeros enquadrados nessas condigoes. A alternativa
correta é, pois, a letra (c). O

Exemplo 4. Patricia escreveu, em ordem crescente, 0s in-
teiros positivos formados apenas por algarismos impares:

1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,31, 33, . ..
Qual foi 0 157° nimero que ela escreveu?
(a) 997.
(b) 999.
(c) 1111.
(d) 1113.
(e) 1115.
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Solugao. Ha 5 numeros inteiros positivos formados por
apenas um algarismo fmpar. Utilizando o principio fun-
damental da contagem, vemos que ha 5 -5 = 25 nldmeros
formados por dois algarismos impares, pois ha 5 modos
de se escolher o algarismo das unidades e outros 5 modos
de se escolher o algarismo das dezenas. Analogamente, ha
5-5-5 = 125 ntimeros formados por trés algarismos impares,
pois neste caso devemos escolher os algarismos das unida-
des, das dezenas e das centenas. Logo, ha 54254125 = 155
nimeros inteiros positivos formados por, no maximo, 3 al-
garismos impares. Portanto, o 156° ntimero da sequéncia é
o menor numero inteiro formado por 4 algarismos impares,
que é 1111 e o seguinte, 1113, é o 157° da lista. o

Exemplo 5 (Banco OBMEP). Qual o resto da divisdo de
22015 yor 202 Bom, € dificil fazer esta divisdo diretamente
usando apenas papel e caneta. Vamos procurar wma ma-
neira de obter tal resposta analisando os restos de poténcias
de 2 por 20, com a esperanca de encontrar algum padrao
neles. Por exemplo, qual o resto que 2° deiza por 207

2°=32=1-20+ 12.

Sabendo disto, fica fdcil saber o resto de 2° por 20. De
fato, comecamos observando que

20=2.2°=2.(1-20+12) =220 + 24;

porém, dado que 24 € maior que 20, ele nao pode ser um
resto, e substituindo 24 = 20 + 4, obtemos

26=2.20+ (20+4) = 3-20 + 4.

Podemos estender o argumento anterior, concluindo que
para saber o resto de 271 por 20 basta tomar o resto r de
2% por 20 e calcular o resto de 2r por 20. Deste modo, pode-
mos construir a sequéncia de poténcias e restos na divisao
por 20, como abaizro:

n 21 22 23 24 25 26

Resto por 20 2 4 8 |16 121 4

(a) Calcule os restos que os mimeros 27, 210 ¢ 213 deizam
na-diwisao por 20.

(b) Sabendo que os restos se repetem de forma periddica,
calcule o periodo de repeticao, ou seja, o niumero de
restos distintos que ficam se repetindo.

(c) Voltamos a pergunta do comego do problema. Qual o
resto que 229 deiza na divisdo por 207

Solugdo. (a) Prosseguindo o célculo dos restos das
poténcias de 2 por 20 conforme indicado, obtemos:

26=3.2044=—=2"=2.26=6-20+8.

Analogamente, temos
28 = 1220 + 16,

29 =24.20432=24-204+204+12=25-20+ 12,
210 = 50.20424 =50-20420+4 = 51- 20+ 4,
211 = 10220+ 8,

212 =204 -20 + 16

e, finalmente,
213 — 408 -20 4+ 32 = 408 - 20 + 20 4 12 = 409 - 20 + 12.

Logo, os restos procurados sao 8, 4 e 12.

(b) Observe que os restos se repetem a cada quatro
poténcias, a partir de 22. Desse modo, o periodo é 4 e os
restos que ficam se repetindo sao 4, 8, 16 e 12.

(¢) Como o periodo de repetigao é 4, basta observar o resto
na divisao de 2015 por 4. Como 2015 = 4-503+ 3, obtemos
que esse resto ¢ igual a 3. Dai, 22915 deixa o mesmo resto
que 22 quando dividido por 20, isto ¢, deixa resto 8 quando
dividido por 20.

O

Exemplo 6 (Banco OBMEP).

(a) Severina escreveu um nimero inteiro positivo em cada
lado de um quadrado. Em sequida, escreveu em cada
vértice o produto dos niumeros escritos nos lados que se
encontram nesse vértice. A soma dos numeros escri-
tos em dois lados opostos ¢ 60 e a soma dos numeros
escritos nos outros lados é 85. Qual € a soma dos
numeros escritos nos vértices?

(b) Catarina, por sua vez, escreveu em cada face de um
cubo um numero inteiro positivo. Em sequida, escre-
veu em cada vértice o produto dos numeros escritos
nas trés faces que se encontram nesse vértice. Se a
soma dos numeros escritos nos vértices € 105, qual €
a soma dos nimeros escritos nas faces?

Solugao. (a) Suponhamos que Severina escreveu os
numeros a, b, ¢ e d nos lados do quadrado (veja a figura
abaixo). Portanto, os niimeros escritos nos vértices sio ab,
bc, cd, e ad. Dai, obtemos:

ab+bc+cd+ ad =bla+c¢) +d(a+c)
=(a+c)(b+d)
=85-60
= 5100.

(b) Suponhamos que os numeros a, b, ¢, d, e e f s@o os
inteiros positivos escritos por Catarina nas faces de um
cubo, em que os pares (a,b), (¢,d) e (e, f) foram escritos
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ad ab
d b
cd be

em faces opostas. Portanto, Catarina escreveu nos vértices
os numeros ace, acf, ade, adf, bee, bef, bde e bdf (veja a
figura abaixo). Como, por hipétese, a soma dos numeros
escritos nos vértices vale 105, temos:

105 = ace + acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf

=a(ce+cf +de+df) + b(ce + cf + de + df)
= (a+0b)(ce +cf + de+ df)
=(a+0b)(cle+ f)+dle+f))
=(a+Db)(c+d)(e+[).

Agora, como os nimeros escritos por Catarina sdo intei-
ros positivos e 105 se fatora como 105 =3 -5 -7, obtemos
que os numeros a + b, c+d e e+ f sao iguais a 3, 5 e 7,
em alguma ordem. Dai segue que

at+bt+ctd+et+ f=3+5+7=15.

bece bde
1
1 e
1
ace 4 ade
1
! b
1
c 1 d
I a
1
bef b ='= == = = - === bdf
,
s f
7
acf adf

O

Exemplo 7 (Banco OBMEP). Um nimero inteiro n €
“stimpdtico” quando existem inteiros positivos a, b e ¢ tais
quea < b < cen = a?+b>—c? Por exemplo, o0s
nimeros 1 e 2 sdo simpdticos, pois 1 = 42 + 72 — 82 ¢
2=>5%+112 — 122,

(a) Verifique que (3x +1)% + (42 +2)? — (5 + 2)? € igual
a 2x + 1, qualquer que seja x.

(b) Encontre miimeros inteiros m e n tais que (3 —m)*+
(4z — n)? — (bx — 5)? = 2z, qualquer que seja .

(¢c) Mostre que o niimero 4 é simpdtico.

(d) Mostre que todos os nimeros inteiros positivos sao
simpadticos.

Solugdo. (a) Invocando a férmula para o quadrado da
soma de dois termos, (a + b)? = a? + 2ab + b2, obtemos:

Bz 4+ 1)* 4+ 4z +2)* — (5r +2)? =
= (92 + 62 + 1) + (1627 + 162 + 4) — (252 + 20z +4)
=(9+16—25)2% + (6 +16 —20)z + (1 +4 — 4)
=2z 1.
(b) Veja que
(3x —m)? + (4o — n)* —(5z — 5)* =
=922 — 6zm + m? +162 — 8xn + n? — 252 + 50z — 25
= (9 416 — 25)a? + (50 — 6m — 8n)x + (m? + n? — 25)
= (50 — 6m — 8n)z + (m? +n? — 25).
Desse modo, devemos encontrar inteiros m e n tais que
(50 =6m — 8n)x + (m? +n? — 25) = 2z,

qualquer que seja x. Portanto, para encontrar m e n, de-
vemos resolver o sistema:

— 6m — 8 + 50 = 2
m? + n?2 — 25 = 0.

E fécil ver que as solucdes de m2 + n2 = 25 com m e n
inteiros sao
(m,n) € {(0,£5), (£3,+4), (+4, +3), (+5,0)}.
Ja a segunda equagao nos da:
—6m — 8n + 50 = 2 <= 3m + 4n = 24.

Uma simples verificacdo mostra que a unica solugao da
equacdo m? + n? = 25 que satisfaz também a equacdo
3m+4n =24 é (m,n) = (4,3), ou seja, n =4 en = 3.

(c) J& sabemos que
1=4247>-8%
Multiplicando os dois membros dessa igualdade por 4 = 22,
obtemos:
4=2%.4*42%. 77 - 22.8?
= 8%+ 14% — 167,

(d) Dado um nimero inteiro positivo n, temos duas possi-
bilidades:
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i. n é impar: neste caso, ja sabemos que, se n = 1,
temos que n é simpdtico. Por outro lado, se n > 1,
entao n = 2k+1, em que k é um inteiro positivo. Mas,
segue do item (a) que

2k +1 = (3k +1)* + (4k + 2)® — (5k + 2)%.

Assim, fazendo a = 3k +1,b =4k +2 e ¢ = 5k + 2,
obtemosn =2k +1=a?+b>—c?, coma<b<cde
modo que n é simpatico.

ii. » é par: neste caso, ja sabemos que 2 e 4 sao
simpaticos. Entao, podemos supor que n = 2k, em
que k é um inteiro maior do que 2. O item (b) nos d4:

2k = (3k — 4)? + (4k — 3)* — (5k — 5)%.

Fazendo a = 3k — 4, b =4k — 3 e ¢ = bk — 5, obtemos
n =a?+ b — c2. Além disso, veja que

a=3k—-4<4k-3=b<—= —-1<k

b=4k -3 <bk—-5=c<—=2<k.

Mas, como estamos considerando k > 2, temos a <
b < ¢, e n é simpético.

O

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadam duas sessoes de
50min cada para discutir os exemplos que compoem esse
material. Ao expd-los, saliente os ‘conteiddos utilizados e
faga uma breve recapitulagao.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos pro-
blemas e exemplos relacionados ao conteido do presente
material.
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