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1 Introducao

Dadas fungoes derivaveis f,g : I — R, aprendemos regras em
aulas anteriores para derivar f % g, caso * represente qualquer
uma das operagoes de adigdo, subtracao, multiplicacdo ou
divisdo de fungoes. Nesta aula, abordaremos a situacao
em que *x é a operagdo o de composicdo de fungodes, o que
conduzird a um importante resultado envolvendo o célculo
de (f o g)’, denominado regra da cadeia.

Para ter uma ideia do contetido dessa regra, digamos que
trés pessoas, A, B e C, corram numa pista retilinea durante
um certo intervalo de tempo I. Se z = z(t); y = y(t) e
z = z(t) forem as posi¢oes de A, B e C' em um determinado
instante ¢t € I, suas velocidades nesse mesmo instante serao
2'(t),y' (t) e 2/'(¢t), respectivamente. Como veremos, uma
interpretacdo adequada dos termos da igualdade

Z(t) _ 2@y 1
70 ) W W
permitird exemplificar a (férmula da) regra da cadeia.

Primeiro, observe que para.cada posicao de A corresponde
uma unica posicao de B, ou seja, y é funcdo de x, digamos y =
g(z). Analogamente, z é funcdo de y, z = f(y), e, portanto,
z também é func¢ao de @ por composicao, z = f(g(z)).

Seja At um intervalo de tempo iniciado em um instante ¢,
no qual A encontrava-se na posicao xg := x(tg). Se, durante
tal intervalo, os deslocamentos de A e B foram Az e Ay,
entdo a taxa de variacdo média de y em relacao a x serd

Ay Ay Ax

Az At At

Portanto, notando que Az — 0 < At — 0, obtemos

Ay X Y()
g (wo) Ars0 Az Atso 2z 2/(to)

Assim, ' (to) /2 (to), quantidade que representa quantas vezes
B é mais rapido que A no instante tg, coincide com ¢'(xg),
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a taxa de variagdo instantdnea, em x(, da posicao de B em
relacdo & posi¢do de A. Naturalmente, a mesma concluséo
deve valer para os demais pares (B, C) e (4, C), de sorte que,
pondo yo := g(zo),

/ 2'(to) / #'(to)
= e ) To) = .
f (yO) y/(to) (.f g) ( 0) .T/(t())
Substituindo essas quantidades em , obtemos a igualdade
(f 0 9)'(x0) = f'(y0) - g' (o). (2)

Essa tltima relacao ilustra a regra da cadeia, segundo a
qual a derivada da composi¢ao f o g em um ponto zg é o
produto das derivadas de f e g nos pontos correspondentes,
a saber, f'(yo) e g'(xo).

A interpretagdo cinemética de (2)); no.contexto conside-
rado acima, é de que a velocidade na qual a posi¢ao de C
varia em relacdo a posicao de A € o produto da velocidade
em que a posicdo de C' muda em relagdo a posigdo de B pela
velocidade em que a posicdo de B muda em relagao a posicao
de A. De outro modo, retornando a igualdade , essa lei
expressa o seguinte fato, intuitivamente ébvio: se, em um
determinado instante, B. for a vezes mais rdpido que A e C
for b vezes mais rdpido que B, entdo, nesse mesmo instante,
C serd ab vezes mais rapido que A.

2 A Regra da Cadeia

O enunciado formal da Regra da Cadeia é como segue.

Teorema 1 (Regra da Cadeia). Sejam g : J — I uma fungao
derivavel em xog € J e f : I — R uma funcdo derivdvel em
g(xzo). Entdo, a composicio f o g é derivdvel em xg e sua
derivada nesse ponto € igual f'(g(zo)) - g'(x0), o produto das
derivadas de f e g nos pontos correspondentes. Assim,

(fog)(w)=[flg(x0) - g'(m) . ()
——— ——
derivada da funcdo ext. derivada da funcdo int.
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Grosso modo, a regra da cadeia assegura que a derivada da
funcdo composta € a derivada da fungdo externa, calculada na
funcdo interna, multiplicada pela derivada da fungdo interna.

Por exemplo,

d(cosz?)
dx

= (—senz?) - 32? = —32%sen 3

para todo z real (aqui, cos é a fungio externa e z +— 2% a

fun¢ao interna); também,

d(etg :1:)
dx

= €87 . gec x

para cada real  # 7/2+kn, k € Z (dessa feita, a exponencial
de base e é a funcdo externa, enquanto tg é a fungao interna).

Mais geralmente, se f for uma funcao derivavel tal que
as composigoes x — f(z™), n inteiro, e x — ef(*) estejam de-
finidas em certos intervalos, entdo a regra da cadeia ensina que

d(ef(m)) f(z) gt
s - e - f(@)

para cada z nos respectivos intervalos. Essas duas ultimas
formulas serao utilizadas nos exemplos [§| e[7] respectivamente.

Corolario 2. A composi¢io f o g de fung¢des derivdveis f,g
ainda € derivdvel e

(fog) =(fog)-g. (4)

Exemplo 3. A derivada da fung¢do

e.’I:
T — cossecC
(w2 + 1)’

x € (—00,2), pode ser obtida, via regra da cadeia, em trés
Passos:
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1. Cdlculo da derivada da fun¢do externa f(y) = cossecy:

F'(y) = — cotgy - cossec; (5)
2. Cdlculo da derivada da fung¢do interna g(z) = 515 :
(22 +1) —e*(2x . x—1 .
Jy = SO D @) (a1 Y
(x2+1) z2+1

3. Substitui¢cdo de y por IS—TH em (B) e multiplicacdo das
derivadas obtidas nos passos anteriores:

d (cossec (ﬁ))
T

= — cotg( mfil ) cossec(mzejs|r )e”” (;2_4_11 )2. O

No exemplo acima, detalhamos as etapas necessarias ao
calculo da derivada de uma funcdo composta. Conforme
avangarmos nos exemplos, tais passos.serao resumidos ou
omitidos, sempre que nao houver prejuizo a compreensao.

E interessante reescrever a regra na notacao de Leibniz.
Se z é fungdo derivavel da varidvel y, z = f(y), e y é fungao
derivével da varidvel z, y = g(x), entdo z = f(g(z)) é funcdo
derivavel da variavel x, com

dz dz @

dr dy dr’

Perceba que, no 22 membro da relagao @, ha uma sim-

plificagdo notacional digna de nota: dz/dy deve, de acordo
dz

com , ser entendido como d—} o
y=g(z

(6)

Observacado 4. Ainda que dz/dx, dz/dy e dy/dx sejam uti-
lizados na formula @ apenas como substitutos simbolicos
de (fog)(x), f'(y) e ¢ (), respectivamenteﬂ a vantagem
mnemonica € evidente: vista na forma @, a regra da cadeia
parece consistir de uma simples manipulacao algébrica com
infinitesimais, em que, pela multiplicacdo e divisao por dy,
transformamos a razdo dz/dx no produto (dz/dy) - (dy/dx)

Bl

LConfira, contudo, a se¢do Dicas para o Professor da aula Definicdo,
do médulo Derivada como Fungdo.
2Vide comentdrios na segdo Dicas para o Professor.
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Nas notacgoes de Leibniz, a versdo pontual da regra da
cadeia se expressa por

| _dz
dx T=T0o dy y=g(zo0) dx T=To
3 Exemplos

Um erro comum ao se derivar uma fung¢do composta ocorre
quando se ignora o 2° fator (“derivada da funcédo interna”)
no 2° membro da relagdo .

Por exemplo, se m for inteiro e f for derivivel, devemos
atentar ao fato de que a (funcdo) derivada de z +— f(z)™
n@o é, em geral, x — mf(x)™ 1. Nesse caso, pela regra da
cadeia, o correto seria escrever

d(f(z)™) =1
T—mf(x) 1f($)

Aliés, a regra da cadeia permite estender a férmula ante-
rior, nas hip6teses adequadas, a expoentes racionais El Com
efeito, se r = m/n for um ndmero racional, em que m € Z e
n € N, podemos decompor a func¢ao x — f(z)", para f > 0,
como a composi¢ao de x +— y = f(z)™ com y > z = y/"
Dai, se f for derivavel, valeréﬁ

d(f(a)y) | dz dy

dr dy dr
— Ly (g0
=2 (fl@)m) T @) S @)
= T f) B f (@)
= rf () f (@),

30u, mais geralmente, expoentes reais, como enunciaremos numa
aula posterior.

4A regra para calcular a derivada da funcio raiz n-ésima foi deduzida
no corolario 7 da aula Reta Tangente - Parte 1, no médulo Defini¢cao
de Derivada.
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Acabamos de demonstrar a

Proposicao 5. Seja r um niumero racional. Se f for uma
fungdo derivdvel e positiva, entdo a regra x — f(z)" define
uma funcdo derivdvel, de mesmo dominio que f. Além disso,

d(f(=)")

D =) @),

Exemplo 6. Calcule as derivadas das func¢des cujas regras
s@o dadas abaizo, supondo que tais funcoes estejam definidas
em seus dominios mazrimass.

a) f(z)= ¥z + Vad+ VaT+ Vall.
b) f(z) = sen(a®) — sen® .

¢) f(z) = In(tge + sec).

d) f(z) = cotg(eV?).

Solucgdo. Escrevendo ¥/z™ na forma z"/'2, para m =
1,5,7,11, o item a) torna-se uma aplicagao direta da pro-
posicao anterior: se x > 0,

1 . 5 s 7 11w
/ — et iy T sl L1l 2D 1L
)= a7 et tgan e
1 by 5 5. 7 5. 1 5
= —— —— ——x
122 12z 12z 122
W +5 Vb + 7 Va2 +11 Vall

12z

Para o item b), temos, com y = 2°,

d(sen(z%)) _ d(seny) d(zd)

dx dy dx
= (cosy) - 5t = 5a? cos(x®).

Tomando, dessa vez, y = sen x, obtemos

d(sen®
g =5sen’ z - cosx,
dx
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de sorte que
f'(z) = 5(z* cos(2”) — sen* z cos z).
No item c), para y = tgx + sec x, segue que

d(lny) d(tgz + secx)

/ = .
1
= — - (sec’z 4+ tgx - secx)
Y
(1 +seca)
=——— . (tgz +secx)secx
tgx +secx &
= secz.

Quanto ao item d), vemos que f é a composi¢io de trés
fungdes, caso em que faremos uso da regra da cadeia duas
vezes. Comecaremos calculando a derivada de z — eV?,

pondo y = /x:
deV®)  d(er) dy/D)

dx dy dx

1 Vv
=Y e—x>0.

NN

Dai, fazendo z = eV?, vem que

d(cotg z) d(eV?®)

()
fw)= dz dx
C cossec? » eve B eV cossec?(eV®)
B 2V 2/
para cada x positivo. O]

Os dois tltimos exemplos sdo mais sofisticados, podendo
ser omitidos numa primeira leitura.

Exemplo 7. Sejam n > 1 um ndmero natural fixado e f :
(0,400) = R uma fungdo continuamente derivdvel tal que
f(z™) = nf(zx) para todo x > 0. Mostre que f, se ndo for
constante, ¢ uma funcdo logaritmica.
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Solugdo. Derivando a relagio dada, obtemos nz™ 1 f/(z") =
nf’(x), ou, equivalentemente,

2" f'(2") = xf'(x) para todo = > 0. (7)

Se g é o produto de f’ pela fungao identidade, entdo g é
continua e, de acordo com (7)), g(z") = g(x) para todo = > 0.
Dali, substituindo x por /z, vem g(x) = g(¥/z), de onde
segue, por inducao matematica, a formula

g(x) = g(Vz) (8)
para todo natural k e para cada x > 0. Uma vez queE|

lim ”% =1

k—+o00

se x > 0, a relacao e a continuidade de g implicam

. ok . ok
g(l‘) o kgrj{loog(\/%) B g(kgriloo ﬁ) - g(l).
Assim, g é constante e tal constante ndo pode ser nula, ja
que g = 0= f'=0, o que, por sua vez, implica f constante,
condi¢ao proibida por hipétese.
Escrevendo g(1) = 1/Ina, para a = /9 resulta da
relagdo f/(z) = g(1)/a que

d(f(x) 1 d(log, x)

dx zlna dx

3

logo,
d(f(z) —log, x)
dx
Dessa forma, a fungdo = — f(z) — log, = é constante, o que
permite escrever

f(d?) - 10ga17 = f(l) - loga 17

isto é, f(z) =log, z + f(1).
Por fim, tendo em conta que f(1) = f(1") = nf(1), com
n > 1, concluimos que f(1) = 0 e, portanto, f = log,,. O

0.

5Confira o exemplo 8 da aula Teorema do Sanduiche, no médulo
Leis do Limite - Parte 2.
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Exemplo 8 (Harvard - MIT Mathematics Tournament, 2003).
Duas fungoes diferencidveis f,g : [0,4+00) — R satisfazem

@) p@)-g@)
g ()

para todo x > 0, em que f(0) = g(2003) = 1. Encontre a
maior constante ¢ tal que f(2003) > ¢ para quaisquer tais
funcées f, g

Solugéo. A relacdo dada pode ser reescrita como

—f(x)e” @) — _g/(x)e—g(w),
ou, pela regra da cadeia,
d(e=T(@) — g=9(2))
dz

Logo, a funcio z — e~ f(#) — ¢79(*) &constante, isto é,

=0.

e @) _ om9() Zpf0) £ —g(0)

para todo x > 0. Assim, fazendo x = 2003, vem

e F(2003) _ -1 _ 1 _ ,—g(0)
ou, ainda,

e f(2003) — 9p—1 _ c=9(0) ~ 9p—1,

Calculando logaritmos naturais, segue que
f(2003) >1—1In2.

Afirmamos que 1 —In2 é o niimero procurado. De fato,
basta mostrar que, caso ¢’ seja um numero real tal que
£(2003) > ¢, para toda f como no enunciado, entao ¢ <
1—1In2.

Observe que se a fungdo g tiver derivada negativa e satis-
fizer g(2003) = 1, entdo

f(z) = —In(e™9®) 471 —q)

http://matematica.obmep.org.br/ P.9
matematica@obmep.org.br



define uma fungao f tal que o par (f,g) cumpre a relagéo
dada no enunciado, desde que a > 0 seja escolhido de modo
a ter £(0) = 1, ou seja, a = e 99,

Pondo, para cada natural n > 1 e para todo real z,

1—n
gn(z) = 2003

vemos que a fungdo afim g,, tem derivada negativa, g,,(2003) =
1 e g,(0) = n. Logo, a funcédo f, associada a gy, segundo a
regra acima, satisfaz

T+ n,

fn(2003) = —In(2e™! —e™™).

Portanto, as desigualdades ¢’ < f,,(2003) implicam, pela per-
manéncia do sinal,

d < lim f£,(2003)=1—1In2.
n—oo

Dicas para o Professor

Seguindo o roteiro das videoaulas, apresentaremos a de-
monstracao da regra da cadeia na terceira aula desse médulo.

Em relacao a observacio [4] vale ressaltar que néo dispor-
mos, em nosso. curso, de uma teoria para conferir sentido as
operagoes algébricas com infinitesimais, como aquelas sugeri-
das na versao leibniziana da regra da cadeia @ Por conse-
guinte, tais raciocinios ficam reduzidos & mera heuristica.

Ainda nesse sentido, o leitor tem liberdade para operar
com infinitesimais, desde que seu intuito seja de conjecturar
formulas; para demonstra-las, havera de utilizar os métodos
desenvolvidos em nossas aulas.

Para exemplificar esse ponto, suponha que, nas notacoes
da igualdade @, u = h(z) seja uma funcio derivdvel da
variavel z. Entao, u serd uma funcao da varidvel z, u =
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h(f(g(x))), e, por manipulac¢do formal de infinitesimais, con-
jecturamos a relagao

du du dz d7y

== 22 9
de dz dy dzx )
Inicialmente, para que o primeiro membro da igualdade acima
faca sentido, é necessario que h o f o g seja derivavel. Se o

for, a féormula @D se traduz como
(hofog) =(ho(fog)) (fog) g

Esses fatos seguem de duas aplicagoes da regra da cadeia.
Realmente, fog é derivdvel e, portanto, ho fog =ho(fog)
também o é. Logo,

!

(hofog) =(ho(foy)
— (W o (f99))-(f o9)
= (M o(foq) (f'og) 4.
como queriamos.

A exemplo do que ocorre.em geral, o emprego correto
e eficiente da regra da cadeia pressupoe treino. Isso posto,
sugerimos ao leitor os exercicios das segoes 3.3 de [1], 7.11 de
[2] e do capitulo. 10 de [3].

Duas sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetdo desse material.
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