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1 A Lei dos Cossenos

O objetivo desse material é demonstrar e exibir algumas
aplicagoes do teorema abaixo, que é uma generalizagao do
Teorema de Pitagoras, conhecido como Lei dos Cossenos.
Antes, porém, necessitamos estender a definigao de cosseno a
angulos retos e obtusos. Para tanto, considere o um angulo
obtuso. Temos:

90° < o < 180° «— —180° < —ax < —90°
< 0° < 180° — a < 90°,

ou seja, 180° —« é um angulo agudo. Entao, para 90° < a <
180°, definimos o cosseno de a por

cosa = —cos (180° —a)..

Definimos, ainda, cos90° = 0. Mais adiante; estudaremos o
cosseno em situagoes mais gerais e ficard claro o porqué das
defini¢oes acima.

Teorema 1. Seja ABC um tridngulo de lados AB=¢, BC =
a e AC =b. Entao,

a?=b*+ ¢ — 2bccos A. (1)

Prova. Iniciamos com o caso A = 90°. Como cos90° = 0,
temos:

b2 4 ¢ = 2bccos A = b2 4 ¢ — 2bccos 90° = b2 + 2.

Por outro lado, como ABC' é retangulo em A, o Teorema de
Pitagoras garante que

b2 4+ 2 =d®.

Entao, () vale nesse caso.

Suponha, agora, que A< 90°, e sejam H o pé da perpen-
dicular ao segmento AB passando pelo vértice C, h = CH
e x = AH. Se também tivermos B < 90°, a situacio é a
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descrita na figura a seguir (o caso B > 90° pode ser tratado
de modo anélogo, com modifica¢oes minimas):

Como HB = ¢ — z, aplicando o Teorema de Pitdgoras
aos triangulos retangulos HCA e HBC, obtemos, respecti-
vamente,

V=h*+2% e a*=h*+ (c—2)

Tais igualdades sao equivalentes (também respectivamente)

a
h?=v>—2% e h:=d* - (c—x)?,

de sorte que b? — 22 = a? — (c — )%. Mas,
b2—x2:az—(c—m)Q<:>b2—,z/2(:a2—02+2cx—;z/2(
— a® =V + % — 2.

Agora, como o triangulo HCA é retangulo (veja nova-
mente a figura anterior), a razao £, entre o cateto oposto ao

angulo Aea hipotenusa do triangulo, ¢ igual a cos A. Dai,
obtemos x = ccos A e, portanto,

a? = b2 + ¢ — 2bccos A.

Caso A > 90°, sejam H o pé da perpendicular baixada
de C ao prolongamento do lado AB (veja a préxima figura),
h= CH ex = AH. Como no caso anterior, o Teorema de
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Pitdgoras aplicado aos tridngulos HAC e HBC fornece as
igualdades

b> = h? + 2% a® = h® 4 (c + x)?
ou, ainda,
R =b*—2% e h*=a>— (c+2)%

A partir delas, temos b — 22 ="a? — (¢ + z)?. Também como

antes,
b2—x2:az—(c+x)2:}bz—%:az—g—%x—z/i

— a2 =0+ + 2.

Uma vez que BAC. > 90° (veja novamente a figura), te-
mos

cos BAC = — cos(180° — BAC) = — cos HAC.

Por outro lado, observando o triangulo HAC, notamos que

%= cos HAC. Portanto,

x=bcos HAC = —bcos A
e, assim, obtemos:

=0+ +2cc=0>+%- 2bc cos A.
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O corolério a seguir traz uma consequéncia tutil da Lei
dos Cossenos.

Corolario 2. Seja ABC um triangulo de lados AB = ¢,
BC =aeAC =0b. Sea>0b>c, entio:

(a) ABC é retingulo <= a® = b* + 2.

(b) ABC € acutingulo <= a® < b? + 2.

(¢) ABC ¢ obtusingulo <= a* < b + 2.

Prova. Para o item (a), comece observando que, como a >
b > ¢, o triangulo ABC' é retangulo se, e s6 se, sua hipotenusa
for a. Portanto, o item (a) é composto pelo Teorema. de
Pitagoras e a sua reciproca, os quais ja foram provados na
aula sobre relagoes métricas em tridngulos retangulos.

Para o item (b), observe inicialmente que, utilizando a
Lei dos Cossenos, temos:

2 <4+ 7 —2ccosA < )+~
<~ —2bccosA < 0
= cosd <0
= A <90°.
Agora, note que a hipétese a > b > ¢ implica 90° > A >
B > C, o que conclui a prova do item (b).

Para (c); podemos mostrar, através de um argumento
analogo ao feito acima, que

a2 > b2+ 2 = A>90°.
O

No restante deste material, apresentaremos algumas apli-
cagoes da Lei dos Cossenos.

Exemplo 3 (UFRGS). No tridngulo representado na figura
abaixo, os lados AB e AC tém uma mesma medida, e a
altura relativa ao lado BC é igual a % da medida do lado
BC. Com base nesses dados, calcule o cosseno do angulo
BAC.
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Solugao. Inicialmente, recorde que, sendo BAC isésceles
de base BC e AH altura relativa a BC, temos que H é o
ponto médio de BC (isso segue da congruéncia dos triangulos
ABH e ACH, pelo caso CH de congruéncia de tridngulos
retangulos). Portanto, as notagdes BH = CH = &, empre-
gadas na figura anterior, tém sentido.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo AHC' e
usando a igualdade (dada no enunciado) h = %b, obtemos:

e () =9 (5) 4 ()

4a®>  a?
=4+
= o "1
2502
:>b2:
36
5a
b= —.
6

Por outro lado, aplicando a Lei dos Cossenos ao triangulo
ABC, obtemos:

a? = b2+ b% — 2b%cos A = a® = 2b*(1 — cos A)

:>ﬂZ= 503—?1(1 —cosg)

~ 36

= 1—cosA=—.

50
Entéao, resolvendo para cos E, obtemos cos A = % O
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Exemplo 4. Seja ABC um triangulo tal que AB = ¢, AC = b
e BC = vb?+c? —be. Calcule, em graus, a medida do
angulo Z/BAC.

Solucgao. Utilizando a lei dos cossenos, obtemos
B—02 = b2+ 2 — 2bccos A

e, dai,

(VB F & —be) =12+ ¢~ 2becos A
Portanto,
24+ —be=b%+c? — 2bccosA\,
igualdade que d&, apds efetuarmos os cancelamentos possi-
veis,

~ 1
A= .
cos >
Dai, segue que A = 60°. |

Exemplo 5. Um missil, viajando em trajetoria praticamente
retilinea, foi detectado por um radar situado no ponto A
em dois instantes distintos: o primeiro no ponto B tal que
AB = 6km, e 0 segundo no ponto C, tal que AC = 10 km.
Sabendo que BAC' = 120°, calcule a distancia percorrida
pelo missil do.ponto B até o ponto C'.

Solugao. O triangulo ABC da figura abaixo representa a
situacao descrita no enunciado. Aplicando a Lei dos Cosse-

B

6 km' 120°

A 10 km C
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nos ao mesmo e omitindo as unidades de distancia por con-
veniéncia, obtemos:

BC  =62+102—2-6-10cos 120°.

Mas,
o] [e] [e] [e] ]'
c0s120° = — cos (180° — 120°) = — cos60° = —3

de modo que

B—CQ:62+102—2-6-10-(—%>

=36 + 100 + 60 = 196.

Entao, L
BC = V196 kmm'= 14 km.

O

Exemplo 6. A figura abaixo representa uma folha de papel
retangular, de dimensées AD = 6'cm e AB = 8 cm.

D C
L
6 cm
-
A 8 cm B

Subsequentemente, essa folha foi dobrada de modo que
o vértice C' ficou sobre o ponto médio M da diagonal BD,
conforme mostrado na préxima figura. Pede-se calcular a
medida do segmento EM.
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Solugao. Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo
retangulo ABD), obtemos:

BD’ =AD" +AB° = BD .= 62 + 8>
—BD" =36 + 64
—BD" =100
= BD = 10.

Agora, nas notagoes da segunda figura acima, veja que
EM = EC. Dai, obtemos:

Note também que

cos EDM = cosCDB = C—_D = é = é
BD 10 5
e —_—
— BD 10
DM=—=—=35.
2 2 o

Portanto, aplicando a Lei dos Cossenos ao triangulo EDM |
obtemos:

EM’ =DE + DM —2DE-DM cos EDM
4

z(S—W)2+52—2(8—W)-5-5.
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Desenvolvendo o quadrado, segue que
EM’ = 64— 16EM + EM + 25— 8 (8 — EM)
— 64 — 16EM + EM - + 25 — 64 + SEM
— —8EM + EM +25.
Entao, 8EM = 25, de sorte que

— 25
E =
8

= 3,125 cm.

O

Exemplo 7. Seja ABC um triangulo com AB =¢, AC =0
e BC = a. Denotando por M o ponto médio do lado BC,
calcule a medida m da mediana AM em funcao'de a, b e c.

A

™
e
=
(IS}
Q

Solugao. Nas notagoes da figura acima, pondo 6 = AM B,
temos AMC = 180° — 6. Utilizando a Lei dos Cossenos nos
triangulos AM B e AMC obtemos, respectivamente,

2
? = (E) —|—m2—2-g-mcosﬁ

2 2

a2
=7 +m? — amcosf
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) +m? — %-mcos(lSOo—G)
+

—am(—cos6)

QMPB|

7 +m? + am cosb.

Somando membro a membro as expressoes para b® e c?
obtidas acima, ficamos com

2 2

BP+ct=2- CLz—i—2m2:a?—|—2m2.
Entao,
1 a? 2(b% + %) — a?
2 2, 2
m 2( te T3 4
e, por fim

1
m=g 2(b% 4+ ¢?) — a?.

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de 50
minutos para expor o conteiido deste material. Explicar aos
alunos que a Lei dos Cossenos é uma generalizagao do Teo-
rema de Pitdgoras é fundamental para o entendimento desse
contetido. Sugerimos o uso de figuras (comparando os trés
casos) para melhor explicar o Corolario2l Além disso, ao fa-
zer cada exemplo, ressalte o momento onde estd sendo apli-
cada a Lei dos Cossenos.

As referéncias a seguir contém mais exemplos e proble-
mas de variados graus de dificuldade, envolvendo a Lei dos
Cossenos.
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