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Em Combinatéria, existem basicamente dois tipos de
problemas: os de contagem de configuracoes e os de
existéncia de configuracoes. O que vamos estudar agora
é uma importante ferramenta na resolucao de problemas
de existéncia, conhecida como o principio das casas dos
pombos ou principio de Dirichlell ou, ainda, principio das
gavetas. Conforme veremos ao longo dos exemplos que
serao discutidos, a utilidade de tal ferramenta vem do fato
de que ela pode ser aplicada a problemas de existéncia em
Algebra, Combinatéria, Geometria e Teoria dos Nuimeros.

Nossa primeira elaboracao do principio da casa dos pom-
bos é dada pelo resultado a seguir.

Teorema 1. Se n + 1 pombos sdo colocados em n casas
de pombos, entdo pelo menos uma casa deverd conter pelo
menos 2 pombos.

Prova. A prova é imediata, pois se em cada casa tivermos
no maximo 1 pombo, entao teremos distribuido no maximo
n pombos nas casas. O

A seguir, discutimos uma série de exemplos que mostram
como aplicar o principio da casa dos pombos nas mais di-
versas situacoes.

Exemplo 2. Quantas pessoas devem comparecer a uma
festa para que possamos garantir que pelo menos duas delas
nasceram em um mesmo més do ano?

Solugao. Olhando as pessoas como sendo os pombos e os
meses do ano como sendo as casas de pombos, concluimos
que, como ha 12 meses num ano, devemos ter pelo menos
13 pessoas na festa. Realmente, pelo teorema anterior, ao
distribuirmos as 13 pessoas (pombos) dentre os 12 meses
(casas dos pombos), de acordo com o més de nascimento
de cada pessoa, teremos, necessariamente, pelo menos um
més no qual nasceram pelo menos duas pessoas. o

Exemplo 3. A prova da primeira fase da Olimpiada Bra-
sileira de Matemdtica das Escolas Publicas (OBMEP) pos-
sut 20 questoes de multipla escolha, com 5 itens em cada
questdo. E possivel garantirmos com certeza que pelo me-
nos dois deles marcardao-as mesmas respostas para as 20
questoes?

Solugao. Como-cada questao possui 5 itens, o principio
fundamental da contagem garante que existem

520 — 95.367.431.640.625

maneiras diferentes de marcar as 20 respostas, o que é mais
que 95 trilhoes de maneiras diferentes.

Agora, considere os participantes como sendo os pombos
e as diferentes maneiras de marcar as 20 respostas como
sendo as casas dos pombos. Dessa forma, o principio da

1Em homenagem ao matemaético alemao do século XIX Gustave
L. Dirichlet, que foi quem primeiro formulou e utilizou o principio
das casas dos pombos.

casa dos pombos afirma que, para que tenhamos a certeza
de que pelo menos dois participantes marcarao todas as
respostas da mesma maneira, devemos ter mais partici-
pantes (pombos) do que maneiras diferentes de marcar as
20 respostas (casas dos pombos). Entdo, concluimos que
pelo menos

520 41 = 95.367.431.640.626

estudantes deveriam participar da primeira fase da OB-
MEP, para que tivéssemos a certeza de obter dois gabaritos
iguais para as 20 questoes.

Levando em consideracao que a populacao da Terra é
de pouco mais de 7 bilhoes de habitantes, concluimos que
nao ¢ possivel garantir que duas pessoas irao marcar as 20
respostas da mesma maneiral O

Para o préximo exemplo, precisamos de um fato que é
atil em outras circunstancias.

Lema 4. Seja dado um naturaln. Se dois nimeros inteiros
deizam restos iguais na divisdo por n, entao a diferenga
deles' é um maultiplo de n.

Prova. Sejam a e b dois nimeros inteiros que deixam resto
r na divisao por n,ou seja, a = g1n+r e b = gon+r. Entao,

a—b=(qn+r)—(gn+r)
=qin — q2n = (lJ1 —Q2)n7

que é um multiplo de n. o

Exemplo 5. Dados arbitrariamente doze nimeros inteiros,
mostre que € sempre possivel escolhermos dois deles, de
modo que sua diferenca seja divisivel por 11.

Prova. Considere os nimeros sendo os pombos e os restos
na divisao por 11, que sao 0,1,...,10, como sendo as ca-
sas dos pombos. Como existem mais nimeros (pombos) do
que restos (casas de pombos), concluimos que sempre exis-
tirao pelo menos dois niimeros que deixarao restos iguais
na divisao por 11. Portanto, pelo lema anterior, a diferenca
entre esses dois niimeros é um multiplo de 11. O

Exemplo 6. FEscolhem-se, ao acaso, move pontos em um
cubo de aresta 2. Prove que sempre existem pelo menos
dois pontos que se encontram a uma distancia um do outro
de, no mdzimo, V3.

Prova. Divida o cubo em oito cubos menores seccionando
cada aresta ao meio (veja a figura a seguir). Cada um
dos oito cubos (casas de pombos) assim gerados, tendo
aresta 1, terd sua diagonal medindo V3. Como temos 9
pontos (pombos), concluimos (novamente com o auxilio
do Teorema [I]) que pelo menos um dos oito cubos conterd
dois ou mais pontos.
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Por fim, como a maior distancia possivel entre dois pon-
tos de um mesmo cubo é o comprimento de suas diagonais,
concluimos que dois pontos situados em um cubo de aresta
1 distarao, um do outro, de no maximo v/3. O

Exemplo 7. Em cada casa de um tabuleiro 3 x 3, um dos
numeros 1, —1 ou 0 foi escrito. Prove que, apos calcular-
mos as somas dos niumeros de cada linha, coluna e diagonal
do tabuleiro, encontraremos pelo menos duas somas i1guais.

Prova. Como cada linha, coluna ou diagonal tem exata-
mente trés casas, as 7 somas possiveis para os nimeros
dessas trés casas sao —3, —2, —1, 0, 1, 2 ou 3; considere-as
como sendo nossas casas de pombos. Também, considere
as 3 linhas, as 3 colunas e as 2 diagonais como sendo nos-
sos pombos. Uma vez mais, temos mais pombos do que
casas de pombos, de forma que, pelo principio das casas
de pombos, existirao duas linhas, colunas ou diagonais tais
que as somas de nimeros em suas casas sao iguais. O

Exemplo 8. Um triangulo equildtero e um quadrado sao
inscritos em uma circulo de comprimento 1, de tal forma
que nenhum wvértice do triangulo coincida com  algum
vértice do quadrado. Os vértices dividem o circulo em 7
arcos. Mostre que algum destes arcos tem comprimento
menor ou igual a ﬁ.

Prova. Sejam ABC o triangulo equilatero e PQRS o qua-
drado (veja a figura a seguir). Considere os arcos deter-
minados pelo triangulo equildtero como sendo as casas de
pombos e os vértices do quadrado como sendo os pom-
bos. Pelo principio das casas de pombos, verificamos que
existem dois vértices do quadrado em um dos trés arcos
determinados pelos vértices do triangulo equildtero. Su-
ponha, sem perda de generalidade, que, no arco AB, se
encontram os vértices P e Q.

Seja m(XY) a medida do arco XY. Como ABC ¢é
equildtero, temos m(AB) = m(BC) = m(AC) = %; analo-
gamente, segue de PQRS ser um quadrado que m(PQ) =
i. Portanto, temos que

m(AP) + m(QB) = m(AB) — m(PQ) = 2

Wl
|

Logo, um dos arcos AP ou QB possui comprimento menor
ou igual a i.

NG

O

Exemplo 9. Beatriz-possui 100 colegas em sua escola.
Sabe-se que os alunos dessa escola. podem usar blusas com
uma dentre 10-possiveis cores e bermudas com uma dentre
10 possiveis cores. Mostre que, em um dia qualquer, sem-
pre existirao-pelo menos dois alunos que se vestirao exa-
tamente da mesma forma, ou seja, com blusas de mesma
cor e bermudas de mesma cor.

Prova. Como ha 10 possiveis cores para blusas e bermu-
das, o principio fundamental da contagem garante que ha
exatamente 10 - 10 = 100 combinagoes possiveis de cores
para blusas e bermudas. Considere essas 100 combinagoes
de cores como as casas de pombos, e os 101 alunos da escola
(Beatriz e seus 100 colegas) como os pombos. Como exis-
tem mais alunos (pombos) do que combinagdes de cores
(casas de pombos), o principio das casas de pombos ga-
rante que existem pelo menos dois alunos que se vestirao
da mesma forma. O

Exemplo 10. Mostrar que todo inteiro positivo n possui
um maultiplo que se escreve, na base 10, somente com os
algarismos 0 e 1.

Prova. Consideremos a sequéncia formada pelos n + 1
nimeros

1,11,111,...,11111...11,

onde o ultimo nimero contém n + 1 algarismos. Em se-
guida, observe que, na divisao de um niimero natural por
n, ha exatamente n possiveis valores para o resto: 0, 1, 2,

., n — 1. Portanto, se tomarmos os n + 1 nimeros da
sequéncia acima como sendo nossos pombos e os n possiveis
restos em uma divisao por n como sendo nossas casas de
pombos, teremos, uma vez mais, mais pombos do que casas
de pombos. Portanto, pelo principio das casas de pombos,
pelo menos dois dos n + 1 nimeros da sequéncia deixarao
um mesmo resto na divisdo por n. Logo, segue do lema [
que a diferenca entre esses dois nimeros serd divisivel por
n. Por fim, é ficil ver que tal diferenga contém somente os
algarismos 0 e 1. O
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A seguir, discutimos uma versdao mais elaborada do
principio da casa dos pombos, a qual d4 mais flexibilidade
as aplicagoes do mesmo.

Teorema 11. Sejam n e k numeros naturais dados. Se
nk + 1 pombos sao colocados em n casas de pombos, entao
pelo menos uma das casas deverd conter pelo menos k + 1
pombos.

Prova. Por contradicao, suponhamos que cada uma das
n casas contivesse no maximo k pombos. Entao, teriamos
méaximo nk pombos, o que nao é o caso. o

Exemplo 12. Uma caiza contém 90 bolas, sendo 20 verme-
lhas, 30 verdes e 40 azuis. Determine o menor numero de
bolas que devemos tirar da caixa, sem lhes ver a cor, para
termos a certeza de haver escolhido pelo menos 10 bolas de
uma mesma cor.

Solugao. A menor quantidade é 28. Para ver isso, consi-
dere as bolas como sendo os pombos e as cores vermelha,
verde e azul como sendo as casas de pombos. Entao, nas
notagoes do enunciado do teorema anterior, temos n = 3
e queremos que k + 1 > 10. Logo, k > 9 e o teorema diz
que, se tirarmos

nk+1>3-94+1=28

bolas, teremos escolhido, com certeza, pelo menos k+ 1 >
10 bolas de uma mesma cor. O

Exemplo 13. Em um quadrado de lado 1, foram distri-

buidos 51 pontos. Prove que sempre podemos escolher pelo

menos 3 desses pontos, tais que podem ser cobertos por um
1

disco de raio 2

Prova. Divida o quadrado em 25 quadradinhos de lado %,
conforme mostrado no diagrama a seguir.

Considere os 51 pontos como sendo os pombos e os 25
quadradinhos como sendo as casas de pombos. Como 51 =
25-241, a segunda versao do principio das casas de pombos
(Teoremal[IT]) garante que, em pelo menos um quadradinho
(casa de pombos) haverd pelo menos 3 pontos (pombos).

Dessa forma, o disco delimitado pelo circulo circunscrito a
esse quadradinho também contera esses 3 pontos. Por fim,
um calculo geométrico imediato garante que tal disco tem
raio igual a % . ‘/75 < % Logo, aumentando o raio desse
disco até que ele seja igual a %, concluimos que existe um
disco de raio % que contém pelo menos 3 dos 51 pontos
dados.

N

Exemplo 14. Mostre que, dados 17 nimeros naturais, €
sempre possivel escolhermos 5 deles cuja soma seja di-
visivel por 5.

Prova. Primeiramente, observe que os possiveis restos
numa divisao por 5 sao 0, 1, 2, 3 ou 4, num total de 5
restos possiveis. Consideremos, agora, dois casos separa-
damente:

e Se, dentre os 17 numeros, existirem 5 ntimeros com
restos diferentes na divisao por 5, entao tais ntmeros
serao_da forma 5a, 50 + 1, 5¢ + 2, 5d + 3 e Se + 4,
para certos naturais a,b, c,d,e. Logo, a soma desses
5 ndmeros serd igual a 5(a + b+ ¢+ d + e + 2), logo,
divisivel por 5.

e Suponha, agora, que um dos possiveis restos na di-
visao por 5 nao esteja presente, e que os restos pre-
sentes sejam as casas de pombos. Também, sejam os
pombos os 17 nimeros dados. Como 17=4-4+1, a
segunda versao do principio das casas de pombos ga-
rante que, dentre os 17 niimeros dados, existem pelo
menos 5 que deixam um mesmo resto na divisao por
5. Sejam 7 esse resto comum e 5a + r, 5b+ 1, bc+ 7,
5d + r e be + r os cinco nimeros com restos iguais,
para certos naturais a, b, ¢, d, e. Entao, a soma desses
5 ntimeros é 5(a + b+ c+d+ e+ 1), logo, novamente
divisivel por 5.

O

A proposicao a seguir encerra uma variacao da ideia da
demonstragao da segunda versao do principio das casas dos
pombos que é, por vezes, bastante 1til. Para o enunciado
da mesma, recorde que a média aritmética dos nimeros

reais ap, asg, ..., a, é, por definicao, o nimero real

ay+az+---+an
- .

Proposicao 15. Sejam ay,as,...,a, nimeros reais dados,
com média aritmética igual a A. FEntdo, existem indices
1<4,j<n tais que a; < A eaj > A.

Prova. Se fosse ay,as9,...,a, > A, terfamos

a+ax+--+a, >A+A+---+A=nA.
S —

n
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Logo, teriamos também que

ar+ax+---+an
n

> A,

contradizendo o fato de que A, sendo a média aritmética de
ai,as,...,an, deve ser igual ao (e ndo menor que) primeiro
membro. O

Exemplo 16. A soma de nove nimeros inteiros € 27. Mos-
tre que € sempre possivel encontrarmos dois desses nove
ndmeros cuja soma seja maior ou igual a 6.

Prova. Sendo aj,as,..., a9 os nove nimeros dados, sabe-
mos que podemos formar exatamente (g) = 36 pares de
nimeros com eles. Como cada um dos nove nimeros da-
dos aparece em exatamente oito pares, concluimos que a
soma das 36 somas dos ntimeros de cada par é igual a

8(a1 + a2 + -+ ag) = 8-27 = 216.
Logo, a média aritmética das 36 somas é igual a %
6. Portanto, pela proposicao anterior, existe um par cuja
soma é maior ou igual a 6. O

Exemplo 17. Os numeros 1,2,...,15 sao escritos, de ma-
neira aleatoria, ao redor de um circulo. Mostre que a soma
de pelo menos um conjunto de 5 nimeros escritos conse-
cutivamente € maior ou igual a 40.

Prova. Se listarmos os elementos de todos os 15 possiveis
conjuntos de 5 niimeros escritos consecutivamente ao redor
do circulo, entao cada um dos ntmeros de 1 a 15 apare-
cerd exatamente 5 vezes. Portanto, a soma dos elementos
de todos os 15 possiveis conjuntos de 5 ntimeros escritos
consecutivamente ao redor do circulo é igual a

5(1 424 -+ 15) = 600,

de forma que a média aritmética dessas 15 somas é igual
a % = 40. Entao, pela proposi¢ao anterior, pelo menos

uma dessas 15 somas é maior ou igual a 40. O

Os proximos dois exemplos mostram que, por vezes, a
fim de podermos aplicar convenientemente o principio das
casas dos pombos, é util interpretar a situacao proposta
geometricamente.

Exemplo 18. Em uma reunido, hd 6 pessoas. Mostre que
hd necessariamente 3.pessoas que se conhecem mutuamente
ou 3 pessoas que nao se conhecem mutuamente. Assuma
que, se a pessoa A conhece a pessoa B, entdo a pessoa B
também conhece a pessoa A.

Prova. Representemos as seis pessoas pelos pontos
A,B,C,D, FE e F do plano, unindo cada duas pessoas que
se conhecem por um segmento de cor verde e cada duas que
nao se conhecem por um segmento de cor vermelha. Dessa
forma trés pessoas se conhecem duas a duas se formarem

os vértices de um triangulo de cor verde, e nao se conhe-
cem duas a duas se formarem os vértices de um triangulo
de cor vermelha.

A B

Considere os segmentos que partem de F' como sendo
os pombos e as duas cores como sendo as casas de pom-
bos. Pela segunda versao do principio das casas de pom-
bos, existem pelo menos 3 segmentos de mesma cor. Sem
perda de generalidade, suponha que a configuracao resul-
tante seja a da figura acima, e analisemos as possiveis co-
loragbes dos lados do triangulo ABC. H& duas possibili-
dades a considerar:

e Se um dos lados AB, AC ou BC for colorido de verme-
lho, teremos um monocromatico vermelho. Por exem-
plo, se AB for vermelho, entao o triangulo ABF sera
monocromatico vermelho.

e Se nenhum dos lados AB, AC ou BC for colorido
de vermelho, entao todos serao coloridos de verde.
Nesse caso, o triangulo ABC' serd um tridngulo mo-
nocromatico verde.

O

Exemplo 19. Mostre que, dentre seis nimeros irracionass,
sempre existem trés tais que a soma de quaisquer dois deles
também € irracional.

Prova. Utilizando as mesmas ideia e figura do exemplo
anterior, sejam A, B, C, D, F e I' os nimeros irracio-
nais. Um segmento é colorido de verde se os extremos do
segmento X e Y sao tais que X + Y ¢é racional e é co-
lorido de vermelho se X + Y ¢é irracional. Sabemos que
existe um triangulo monocromaético, e um tridangulo ver-
melho resolve o nosso problema. Vejamos que o triangulo
monocromatico que sabemos existir nao pode ser verde.
Caso seja o triangulo com vértices A, B e C, por exemplo,
entdo A+ B, A+ C e B + C sao racionais. Porém, nesse
caso, também sera racional o niimero

(A+B)+(C+A) — (B+C) =24,
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de forma que A sera racional, o que é uma contradigao. [

Dicas para o Professor

E importante que o professor faga uma introdugao prévia
a problemas de existéncia, em comparacao com problemas
de contagem. Nesse sentido, uma estratégia util é apre-
sentar os enunciados de alguns dos exemplos do material
(antes de discutir o principio das casas dos pombos), a fim
de convencer os alunos de que as técnicas de contagem que
eles conhecem nao sao aplicaveis a resolucao dos mesmos.
Além disso, mostrar que a ferramenta se aplica em proble-
mas que nao sao necessariamente de contagem.

Ao todo, sugerimos utilizar dois ou trés encontros, de 50
minutos cada, para desenvolver todo o conteiido desse ma-
terial. Dado o fato de que os argumentos apresentados aqui
sao uma total novidade para os estudantes, sugerimos for-
temente que, apds resolver dois ou trés exemplos-modelo,
o professor dé um tempo razoavel para os estudantes pen-
sarem em outros dos exemplos a serem discutidos.
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