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1 Introducao

Vimos na primeira parte desse material, por meio do principio
dos intervalos encaixantes, que um ndmero real fica univoca-
mente determinado a partir de sequéncias de aproximagoes
por falta e por excesso. E possivel “quebrar a simetria” na
formulacao desse principio. De modo mais preciso, provare-
mos abaixo (vide teorema que um namero real também
fica determinado apenas por uma sequéncia de aproximacoes
por falta (ou por excesso). A discussdo que segue estabelecerd
esse fato de uma forma equivalente.

Antes, contudo, apresentemos mais uma aplicagdo do
principio dos intervalos encaixantes.

Diremos que uma funcdo f : X — R é localmente cons-
tante se cada ponto a € X for centro de um intervalo aberto J
de tal modo que a restrigdo f|X N.J é constante. Por exemplo,
se | x| denota a parte inteira do nimero real z, entdo a funcao
f:R\Z — Z tal que f(z) = |z| ¢ localmente constante.
Também é claro que toda funcéo constante é localmente cons-
tante. A reciproca desse fato, falsa em geral, é verdadeira se
o dominio da func¢ao for um intervalo, de acordo com o

Exemplo 1. Seja f: I'— R uma func¢do localmente constante
definida num intervalo I. Entdo, f € constante.

Solugdo. Supondo, por contradi¢cdo, que f ndo seja cons-
tante, existem pontos a,b € I, com a < b, tais que f(a) # f(b).
Agora utilizaremos o método das bisse¢oes sucessivas. Cer-
tamente, vale f(a) # f(“E2) ou f(%2) # f(b), de modo
que em uma das metades [ag,bs] de [a1,b1] := [a,b] se verifica
f(a2).# f(b2). Esse argumento pode ser repetido para de-
finir (por indugdo) uma sequéncia encaixante e colapsante
([an,bn])nen de intervalos satisfazendo

flan) # f(bn), (1)

para cada natural n. Por um lado, o principio dos intervalos
encaixantes garante a existéncia de um numero real ¢ € 1
pertencente a cada intervalo [a,,b,]; por outro, a hipdtese
assegura que, para algum e > 0, a restricdo da func¢éo f a
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IN(c—e,c+e) é constante. Como a sequéncia ([a,,by]) é
colapsante, existe algum intervalo [an,,bn,] cujo comprimento
¢ menor que €. Dali,

|ano - C|a|bn0 - C| S bno — Qn, <€ege=
= Angybng € IN(c—e,c+¢)

:>f(an0) = f(bno)7

contradizendo . Portanto, f é uma funcdo constante. [

2 Supremo e infimo

Diremos que um subconjunto X da reta R é limitado superi-
ormente se existe um numero real b satisfazendo x < b, para
cada z € X. Nesse caso, b é dito uma cota superior de X.

De forma similar, um nimero real a é dito uma cota
inferior de X caso, para todo x € X, ocorra ¢ < . Um
conjunto X é limitado inferiormente se admitir uma cota
inferior.

Observacao 2. Seguem das defini¢coes as sequintes equi-
valéncias E| X é limitado superiormente se, e s6 se, —X
¢ limitado inferiormente; b'é cota superior de X se, e somente
se, —b é cota inferior de —X.

Exemplo 3. Se I é um intervalo de extremos o e 3, com
a < fB, entdo qualquer niumero real b > 8 (resp. a < «a) é
uma-cota superior (resp. inferior) de I.

Exemplo 4. N ¢ limitado inferiormente (mais ainda, 1 =
minN). A afirmagio “N ¢é ilimitado superiormente” é uma
forma equivalente de enunciar a propriedade arquimediana

de R.

Se um conjunto X de ntmeros reais admitir uma menor
cota superior 3, diremos que 3 é o supremo de X e escreve-
mos 8 = sup X. Por exemplo, qualquer intervalo limitado
superiormente tem seu extremo superior como supremo.

IPor definigdo, —X := {—z |z € R}.
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Exemplo 5. Afirmamos que 0 = supQ~, sendo Q™ o con-
junto dos numeros racionais negativos. De fato, é claro que
0 é uma cota superior de Q. Por outro lado, dado um
numero real a < 0, a densidade dos racionais (demonstrada
na proposicao 2 da 1° parte dessa aula) garante a existéncia
de um nidmero racional r no intervalo (a,0). Como r € Q,
a desigualdade a < v impede que a seja uma cota superior
de Q. Assim, 0 é a menor das cotas superiores de Q~,
justificando a afirmacao.

Exemplo 6. Digamos que X C R admita um elemento
madximo w: w € X e x < w, para cada x €-X. FEntdo,
w =sup X. Por outro lado, o intervalo aberto (0,1) admite
1 como supremo, muito embora ndo haja maior elemento
nesse intervalo. Desse modo, a no¢ao de supremo generaliza
a no¢do de maior elemento.

Em referéncia ao exemplo anterior, se X admite supremo,
entdo X possui elemento maximo se, e s6 se, sup X € X (e,
nesse caso, sup X = max X). Isso sugere uma estratégia, em
dois passos, para mostrar que um conjunto X admite um
maior elemento: 1° - existéncia-de sup X; 2° - pertinéncia
sup X € X (para uma aplicagdo dessa ideia, veja a conti-
nuagao dessa aula). -A existéncia do supremo de um conjunto
é tratada no

Teorema 7.. Todo-conjunto de nimeros reais, nao vazio e
limitado superiormente, admite supremo.

Prova. Seja’ X C R um conjunto ndo vazio e limitado supe-
riormente. Assim, o conjunto Y das cotas superiores de X é
nao vazio e vale x < y, para quaisquer ¢ € X ey € Y. Por-
tanto, a propriedade da completude de R garante a existéncia
de 5 € R tal que

x<p (2)
e

B<y, 3)
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sejam quais forem os elementos x € X ey € Y. A desi-
gualdade garante a pertinéncia § € Y; a segunda, diz
que B é o menor elemento de Y, ou seja, = sup X, como
queriamos. O

Simetricamente a no¢do de supremo, temos a no¢ao de
infimo: se a for a maior cota inferior de um conjunto X,
diz-se que a é o infimo de X e escreve-se a = inf X. Por
exemplo, inf{% |n € N} =0, sendo tal igualdade mais uma
releitura do principio arquimediano.

Deixamos ao encargo do leitor adaptar para “inf” os

“ 2

exemplos acima formulados para “sup”. Em particular, a
nogao de infimo generaliza a no¢do de menor- elemento.

Observacao 8. A relacdo
inf X = —sup(=X) (4)

permite obter, para cada resultado enunciado relativamente
a mog¢do de supremo, uma versao formulada em termos de
infimo. Para justificar , levamos ‘em consideracdo a ob-
servagdo[d, de modo que, se’Y € o conjunto das cotas infe-
riores de X, entdo —Y. € o conjunto das cotas superiores de
—X emaxY = —min(=Y) EL o que dd a relagao desejada.

Quanto ao teorema anterior, temos a seguinte versao:

Teorema 9. Todo conjunto de nidmeros reais, ndo vazio e
limitado inferiormente, admite infimo.

A demonstragdo segue os mesmos passos da prova do
teorema [7] Alternativamente, sendo X nao vazio e limi-
tado inferiormente, entdo, pela observagio[2] —X satisfaz as
condicoes no teoremam de sorte que existe 3 = sup(—X) e,
pela relagdo ({4, « = —f é o infimo de X.

O préximo exemplo coleciona algumas propriedades tuteis,
relativamente aos conceitos de infimo e supremo.

Exemplo 10. Sejam A, A’ e B conjuntos nio-vazios de nimeros
Teais.

2Igualdade valida sempre que um qualquer dos membros fizer sentido.
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1) Se x <y, para quaisquer x € A,y € B, entdo sup A <
inf B.

1) Se A, A" sdo limitados superiormente (resp. inferior-
mente) e A’ C A, entdo sup A’ <sup A (resp. inf A" >
inf A).

Solucao. Para o primeiro item, note que cada elemento
y € B é uma cota superior de A, de modo que sup 4 < y,
para todo y € B, uma vez que sup A é a menor das cotas
superiores de A. Portanto, sup A é uma cota inferior de B, o
que implica sup A < inf B, ja que inf B é a maior das cotas
inferiores de B.

Quanto a ii), deixamos como encargo ao leitor verificar
o seguinte fato: se Y, Y’ admitem elementos minimos (resp.
méximos) e Y C Y’, entdo min Y’ < min Y \(resp. max Y’ >
maxY) ﬂ Portanto, como A’ C A, toda cota superior de A
também é uma cota superior deA’, isto é, Y C Y’, sendo Y
(resp. Y’) o conjunto das cotas superiores de A (resp. A’).
Logo, sup A’ = minY’ < minY = sup A. A justificativa da
relagao inf A’ > inf A, para o caso de A, A’ serem limitados
inferiormente, segue os mesmos passos da anterior. O

3 Aplicacgoes

3.1 A equacao de Cauchy

Um-conjunto X de nimeros reais é dito limitado se for limi-
tado inferior e superiormente. Por exemplo, todo conjunto
finito é limitado. Também é claro que cada intervalo de
extremos «,f € R é um conjunto limitado. Em verdade,
segue imediatamente da definicao que X é limitado se, e s6
se, X é subconjunto de algum intervalo [«,3]. Da incluséo
[a,8] C [-M,M], com M = max{|«a|,|8]}, vemos que X é li-
mitado se, e somente se, vale |x| < M, para alguma constante
positiva M e para todo x € X.

3Dessa forma, a 22 parte desse exemplo generaliza um resultado
valido para elementos maximos e minimos.
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Uma funcdo f é dita limitada (resp. limitada inferior-
mente, limitada superiormente) se sua imagem Im(f) for um
conjunto limitado (resp. limitado inferiormente, limitado
superiormente). Por exemplo, cos e sen sao funcdes limitadas.
Uma fungdo g da forma g(z) = f(x)? é limitada inferior-
mente (podendo ser ilimitada superiormente, e.g., tomando-se
f(x) = x). Por fim, fungoes afins e ndo identicamente nulas
sdo ilimitadas inferior e superiormente.

Exemplo 11. Seja f: R — R wma fungao aditiva, isto é, tal
que

flx+y) = fl=)+ f(y), (5)

quaisquer que sejam xz,y € R. Se f for limitada em algum
intervalo limitado, entdo f € limitada em cada intervalo
limitado.

A equacéo é conhecida na literatura como equacgao
de Cauchy.

Antes de iniciar a prova_desse exemplo, vamos deduzir
algumas consequéncias da ‘equacao funcional acima.

1. f(nz) =nf(z),Vn € N,z € R: verifica-se, por indugéo,
a igualdade f(3. , x;) = > i, f(x;), para quaisquer
numeros reais x,...,r,; tomando z; = ... =2z, =z,
obtem-se a relacao desejada.

2. f(0) = 0: isso segue da lei do corte, pois f(0) = f(0+
£(0) + £(0).

0) =
3. f(r—y) = f(x) = f(y): defato, f(x) = f(y+(x—y)) =
fy)+fz—y).

4. f é {mpar: basta, agora, notar que f(—z) = f(0—z) =
f0) = fz) = —f(=).

Prova do Exemplo Suponhamos que f seja limitada
no intervalo [a,b] (@ < b), com |f(z)| < K, para cada z € [a,b].
Pondo c:=b—a e M := K 4 |f(a)|, afirmamos inicialmente
que |f(x)] < M, se |z| < c¢. De fato, sendo f uma funcéo
impar, podemos supor 0 < x < ¢, ou seja, a < a+x < b.
Pela desigualdade triangular,
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Agora, dado um intervalo limitado qualquer I, vale I C
[—noc,npc] para algum ntimero natural ng suficientemente
grande. Portanto, se y € I, entdo y = nox, com |z| <¢, 0
que da |f(y)| = no|f(z)|] < noM. Isso demonstra que f é
limitada em 1. O

O exemplo anterior implica o seguinte resultado.

Proposicdo 12. Se f : R — R € uma fungdo aditiva e limitada
em algum intervalo limitado, entdo f é uma funcao linear:
pondo a = f(1), temos f(x) = ax, para cada nimero real x.

Prova. E| Se f é aditiva e limitada em algum intervalo limi-
tado, entdo o mesmo se pode dizer da funcdo g definida por
g(z) = f(z) — ax, para z € R. Todavia, como ¢g(1) = 0, a
funcdo g deve ser periédica, admitindo 1 como um periodo:
glx+1) = g(z)+g(1) = g(x), para todo x. Sendo as imagens
de g e da restri¢do de g ao intervalo [0,1] iguais, o fato de g
ser limitada em [0,1] (a qual segue do exemplo garante a
limitacao de g.

Afirmacado: g é identicamente nula.
De fato, suponha |g(x)| < M, para todo . Assim, para
n € N, temos que

nlg(x)| = lg(nz)] < M = |g(x)| < M/n.

Fazendo n — 400 na desigualdade anterior, concluimos (por
permanéncia do sinal) a desigualdade |g(x)] < 0, ou seja,
g(z) = 0. Pela arbitrariedade de z, fica provada a afirmagao.

Concluimos, entdo, que f(z) = az, para cada x € R. [

4Seguimos a referéncia [2].
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Observacao 13.

i) Como toda fung¢io mondtona f : R — R é limitada
em intervalos limitados, fica estabelecida a seguinte
proposicao: se f é uma funcao real de uma variavel real,
aditiva e mondétona, entdo f é uma funcao linear.

1) Com um pouco mais de trabalho, pode-se mostrar (veja
a referéncia [4]) que existem infinitas fungdes reais de
uma varidvel real aditivas mas ndo mondtona (logo, nao
lineares).

3.2 Caracterizacao dos intervalos

Dizemos que um ntmero real a é um wvalor intermedidrio
do conjunto J C R se existirem pontos b,c € J tais que
b<a<ec SeVI(J)éo conjunto formado pelos valores
intermedidrios de J # &, veremos agora que VI(J) é um
intervalo (certamente contendo-J, e niao degenerado, caso J
contenha pelo menos dois elementos).

De fato, digamos que J seja limitado e sejam a = inf J e
B =supJ. Dado a € VI(J), vale o < b < a < ¢ < 3, para
certos b,c € J, de forma que a € [,3]. Isso prova a inclusdo
VI(J) C |o,f]. Poroutro lado, dado z € (a,8), temos que
 nao é cota inferior nem cota superior de J, de modo que
existem y,z € J tais que y < x < z. Conclui-se, assim, que
x € VI(J),-ou melhor, (a,8) C VI(J). Ora, as inclusoes
(a,8) C VI(J) C [a,[] dizem que VI(J) é um intervalo de
extremos « e 3, como queriamos.

Os demais casos, em que J ¢ ilimitado inferior e/ou supe-
riormente, sao tratados de forma semelhante. Por exemplo,
se J for limitado inferiormente mas ilimitado superiormente,
uma adaptagdo do argumento acima prova que VI(J) é um
intervalo de extremos a = inf J e +oo.

Como VI(J) é um intervalo contendo J, é facil verificar
que J serda um intervalo se, e s se, ocorrer a inclusdo reversa
VI(J) C J (caso em que VI(J) = J). Dai, obtemos a

Proposicao 14. Um conjunto ndo vazio de nimeros reais é
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um intervalo se, e somente se, esse conjunto contém cada um
dos seus valores intermedidrios.

3.3 Raizes n-ésimas
Aplicaremos a proposicdo acima ao seguinte

Exemplo 15. Se a é um nimero real positivo e n € um nimero
natural, considere os conjuntos A={x € R|z >0 ez™ <a}
eB={yeR|y>0ea< y"}. Entio, supA = inf B e,
definindo b = sup A, tem-se que b"™ = a.

Prova. Primeiro observe que A e B sdo nao vazios: as igual-
dades equivalentes

lim 2" =0 e lim y" =4

z—0t y—+oo
mostram que todo nimero positivo suficientemente pequeno
¢ satisfaz ¢" < a e que todo ntmero suficientemente grande
d cumpre a < d".

Agora, se y é um valor intermediédrio do conjunto A, com
r<y<zexz€ Agentdoy >0e y" < 2" < a, de modo
que y € A. Pela proposicao anterior, A é um intervalo de
extremos 0 e b = suprA. Do mesmo modo conclui-se que B é
um intervalo de extremos S := inf B e +o0.

Como AN B = Z;vale b < f (tal desigualdade também
é uma consequéncia do exemplo . Se tivéssemos b < f3,
qualquer ponto ¢ do intervalo aberto (b,3), por nao pertencer
a_qualquer um dos conjuntos A ou B, satisfaria t" = a,
contrariando a injetividade da funcao 0 < z +— z". Portanto,
b=p.

Finalmente, uma vez que z" < a (resp. y™ > a), para
cada z € A (resp. y € B), obtemos, pela permanéncia do
sinal, b" = lim, ,,- 2™ < a (resp. b" = lim,_+ y" > a).
Logo, b" = a. O

Observacdo 16. O exemplo acima estabelece a existéncia de
raizes n-ésimas a partir da completude de R. E interessante

5Por defini¢do, b = ¥a.
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notar que, de um ponto de vista geométrico, raizes quadradas
podem ser construidas. Mais precisamente, dado um qua-
drado de drea a, é possivel construir com régua e compasso
seu lado (que tem comprimento \/a). Isso ndo ocorre para
todas as raizes n-ésimas. Por exemplo, o problema andlogo
tridimensional € insolivel com a = 2: é impossivel construir,
com régua e compasso, a aresta de um cubo cujo volume
é o dobro do volume do cubo unitario. De outro modo, é
impossivel construir um segmento de comprimento /2 com
régua e compasso.

3.4 Aproximacgoes por falta/excesso

Diz-se que (ay)nen é uma sequéncia de aproximagoes por
falta (resp. por excesso) se (a,) for limitada e mondtona nio
decrescente (resp. néo crescente): am < Gy, (resp. am > ay)
para quaisquer naturais m,n com m < n. Por exemplo,
(1/n)nen é uma sequéncia de aproximacoes por excesso (do
ntmero 0).

Exemplo 17. Se a, = 1} + g5 + -+ + 5myny» entdo (an) é

uma sequéncia de aprozimagdoes por falta. Com efeito, a soma
definindo a,, ¢ telescopica, como se vé a partir da relacdo

1 1 _ 1.
k(k+1)*k -

1 1
anzl T+.'.+n (n+1)

11 1 1 1 1 1 1
:<I§> (23> <34> +(nn+1>
=1-

n+1

A igualdade a, =1 — nT-1 nos diz, @ um sé tempo, que (a)

é crescente e limitada (temos 0 < a,, < 1, para cada natural
n). Mais ainda, (a,) € uma sequéncia de aprorimagées por
falta do nimero 1.

Em conformidade com os exemplos anteriores, veremos

agora que os termos de uma sequéncia de aproximagoes, de
fato, devem aproximar algum nidmero. Mais precisamente,
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Teorema 18. Toda sequéncia mondtona e limitada é conver-
gente.

Prova. Digamos que (a,) seja uma sequéncia limitada e
mondétona nao decrescente. Devemos mostrar que lim,, 1 an,
existe. Pelas hipéteses, um candidato natural ao limite de
(an) é o supremo L = sup{a,, |n € N} do conjunto dos termos
dessa sequéncia, cuja existéncia é garantida pelo teorema [7]
(j& que (ay,) é limitada). Em particular, para cada n natural,
tem-se

an < L. (6)

Agora, dada uma estimativa de erro £ >0, temos que
L — € nao pode ser cota superior do conjunto dos termos da
sequéncia, visto que L ja é a menor delas. Portanto, algum
termo ay,, satisfaz L—e < ay,. Desse modo, a monotonicidade
de (ay) garante que n > ng = an, < ay, logo,

L—ce<ay,, (7)

para cada n > ng. Das relacoes @ e , concluimos que
n>ng=L—¢<a, <L,oumelhor,

n>mng = la, — L| < g

isso estabelece a igualdade lim,_, o a, = L.
De modo anélogo, se (a;,) for limitada e mondtona néo
crescente, prova-se que lim, o a, = inf{a, |n € N}. O

Observacao 19.

1) O resultado anterior estd para o teoremal] assim como
o principio dos intervalos encairantes estd para a com-
pletude de R.

i) Sem a hipdtese de limitagdo no teorema anterior, o
limite da sequéncia ainda existe e € infinito. Mais pre-
cisamente, se (ay) for uma sequéncia mondtona ndo
decrescente (resp. mdo crescente) e ilimitada, entdo
lim, 100 anp, = 400 (resp. —o0). A prova dessas
afirmacgdes serd deirada como exercicio.
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Exemplo 20. Mostre que a sequéncia ((1 + %)n)neN € con-
vergente.

Prova. Vejamos que a sequéncia ((1+ 2)") é crescente e li-
mitada. Ela é crescente pelo exemplo 5 da aula Desigualdades
Elementares - Parte 3 do médulo de desigualdades.

Para estabelecer sua limitacao, utilizaremos a desigual-
dade entre as médias aritmética e geométrica (vide teorema
1 da aula Desigualdades Elementares - Parte 2) com os n+ 1
ntmeros 1/2,1/2,1,...,1, obtendo

n 1/24+1/2414---4+1
n+1 n+1

"/1/21/2- 11

= n+\1/T
4.

Portanto, 1+ 1 = 2t < "+/4 “implicando

1 n 1 n+1
<1—|—> <<1+*) <4,
n n
oquedd2< (1 + %)n <4, para cada n natural.

Assim, o teorema assegura que a sequéncia ((1 +

1)) nen converge. O

Y

Observacao 21. O nimero de Euler, denotado e, é definido

pela igualdade
e= lim (1 + 1> .
n—-+oo n

Trata-se de um ndmero irmcionalﬂ admitindo a aproximacao
e = 2,71828, com 5 casas decimais exatas.

SAté mesmo transcendente, ou seja, e ndo é raiz de um polinémio
(ndo identicamente nulo) a coeficientes inteiros.
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3.5 Existéncia de limites laterais

O préximo resultado, enunciado na aula Limites Laterais do
médulo anterior (vide teorema 8 dessa aula), é uma versao do
teorema [18| para fungdes reais de uma variavel real. Recomen-
damos que o leitor retorne a secao 2 daquele material para
recordar as nogoes pertinentes ao entendimento do teorema
que segue.

Teorema 22. Seja f: X — R uma fungdo mondtona.

1) Se o limite d esquerda de f no ponto a fizer sentido e f
for limitada d esquerda de a, entdo existe lim,.,,— f(x).

i) Se o limite a direita de f no ponto a fizer sentido e f
for limitada a direita de a, entdo existe lim, .+ f(x).

Prova. Suponhamos que f seja monétona ndo-decrescente
(como esperado, o caso “f é monénota ndo crescente” é
completamente similar).

Nas hipoteses do item i), o conjunto A = {f(z)|z €
X ez < a} é ndo vazio e limitado superiormente. Portanto,
pelo teorema [7] existe L = sup-4.

Afirmagao: L = limge, .~ f(x).

Com efeito; dado um nimero real positivo €, o niimero
L — € néo pode ser. cota superior do conjunto A. Portanto,
existe g € X talque zg < ae L—e < f(xg). Logo, § := a—xq
é um numero positivoe 0 < a —x < J = a > x > zo. Assim,
pela monotonicidade de f,

reX,0<a—xz<d=>L—¢e< f(xg) < f(z) <L,

de onde segue que
reX, 0<a—zxz<di=|f(z)-L|<e,

justificando a afirmacao feita.

Quanto ao limite a direita de f em a, agora nas hipdteses
do item ii), deixaremos a cargo do leitor a prova da igualdade
lim, ,,+ f(z) =inf B,onde B={f(t)|[te X ea<t}. O
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Observacao 23.

i) Perceba as semelhancas entre as demonstrag¢oes dos
teoremas [18 e [22

1) No contexto do teorema anterior, vale uma observa¢do

andloga aquela registrada em ii).

3.6 Mais um exemplo

Exemplo 24. Calcule o supremo do conjunto N das somas

a L b L c
b+c c+a a+b’

(8)

sendo a,b e ¢ os comprimentos dos lados de um triangulo
qualquer.

Prova. Pela desigualdade triangular, temos a < b+ ¢, o que
implica a4 (b+¢) < 2(b+c¢), ou ainda, 1/(b+c¢) < 2/(a+b+c).
Logo,
a 2a
b+c NG +b+c

De forma similar, temos

b 2b c 2¢
< e < .
c+a  at+b+c at+b a+b+c

Somando, membro a membro, as trés desigualdades acima,
obtemos
b 2 2b+ 2
LR Y kL
b+c c+a a+bd a+b+c

Assim, 2 é uma cota superior do conjunto N.

Mais ainda, 2 é a menor cota superior de A/. Com efeito,
para cada numero natural n, sejam a, =1 e b, =c¢, =n,
de modo que ay,,b, e ¢, sdo as medidas dos lados de um
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tridngulo isésceles. Como

lim an + bn En =

n—+oo \ b, + ¢, Cn + anp Gn + b,
I 1 n n n n
= lim —
n—>+o\2n n+1 n—+1
1 2

= 1. B _— = 2
n—1>r-|I-loo <2n+1+1/n> ’

dado 8 < 2, existe ng € N satisfazendo

Ang bng Cng > ﬁ
bngteng Cngtang Qng+bng

(permanéncia do sinal). Conclui-se que 8 néo é cota superior
de N e, portanto, 2 é a menor cota superior de N, isto é,
sup N = 2. O

Observacao 25. Em complemento a desigualdade apresentada
no exemplo anterior, temos a desigualdade de Nesbitt

a n b n c
b+c¢c c¢c+a a-+bd

3
> 5’ (9)

valida para quaisquer ndmeros positivos a,b e c. Além disso,
ocorre a igualdade em (9) se, e s6 se, a = b = c (vide [3)],
problema 8 da se¢do 7.4).

Dicas para o Professor

Em relacao a observacao veja o apéndice da referéncia
[1]. L4, vocé encontrard uma discussdo sobre os problemas
cléssicos gregos da duplicagdo do cubo, trissecdo do angulo
e quadratura do circulo. A insolubilidade de tais problemas,
determinada entre os séculos XVIII e XIX (com ferramen-
tas algébricas!), destaca a diferenca entre ndmero (real) e
ndmero construtivel. Muitos ntiimeros reais (na verdade, a
“maioria” deles) nao sdo o resultado de uma construgdo com
régua e compasso. Por exemplo, V/2, cos20° e m (o que,
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respectivamente, estabelece a insolubilidade dos problemas
mencionados anteriormente). O ntmero de Euler, e, também
nio é construtivel [

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.
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a

1. Numeros Reais. 22 ed. Colecao do Professor de
Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2014.

4. C. Goffman. Real Functions. Nova lorque: Rinehart,
1953.

"Prova-se que todo ntimero construtivel é algébrico, ou seja, é raiz de
um polinémio de grau positivo e coeficientes inteiros. Portanto, nimeros
transcendentes, isto é, ndo algébricos, como 7 e e, s80 ndo construtiveis.
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