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1 Introducao

Nesta aula, apresentamos uma maneira alternativa de calcular
raizes de uma equacao de terceiro grau. O texto é inspirado
no artigo “Uma Solucdo das Equagoes do 3° e do 4° Graus”,
por Carlos Gustavo Tamm de Araujo Moreira, na 25* Revista
do Professor de Matemética (https://rpm.org.br/cdrpm/
25/5.htm).

2 Equacoes de terceiro grau

2.1 Inspiracao

O método apresentado aqui é inspirado em um problema
relacionado a equacgdes de sequndo grau. Dada uma equagao
de segundo grau de raizes z1 e xo, é muito comum querer
calcular expressoes algébricas simétricas nas varidveis x; e xo,
por exemplo, expressoes como T2 + 3 ou T + T3 + T1T2, em
que os papeis de x; e xo sdo simétricos. E interessante que
varias dessas expressoes podem ser obtidas diretamente em
funcéo dos coeficientes da equacao, ou seja, é possivel obter
formulas para algumas expressoes que sao mais simples do que
calcular 7 e z» individualmente. E clado que T1 + X2 € T1To
sao exemplos de expressbes algébricas simétricas que podem
ser obtidas diretamente pelas relacoes de Girard. Podemos
usar tais valores para calcular outras expressdes, como no
exemplo a seguir.

Exemplo 1. Sejam z1 e x5 raizes de x> — Sx* + P = 0.
Encontre expressoes para x3 + x3 e 23 + 23 em fungdo de S
e P.

Solugao. Usando o produto notavel
(1 + 29)% = 22 + 20129 + 23,
obtemos:

22 4 22 = (1 + 22)% — 2x120 = S — 2P.
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Por outro lado, usando o produto notavel
(x1 + 29)% = 23 + 32229 + 3wy22 + 23,
obtemos:
3 3 _ 3 _ 3
]+ a5 = (x1 + x2)° — 3x129(21 + 22) = S° — 3PS.

O

2.2 Demonstracao alternativa para a férmula
de Cardano

Partimos do pressuposto que ainda nao conhecemos a férmula
de Cardano. Assim, caso o leitor tenha estudado a aula
anterior, finja que esqueceu (quase) tudo.que vocé leu nela.
Em especial, ndo é permitido aplicar-a férmula ‘de Cardano,
pois nesta se¢do nosso objetivo-é justamente deduzir tal
féormula.

Considere a equagao de segundo grau escrita na forma

2 — Sz + P =0, (1)

em que S é a soma e P o produto da raizes, x1 e x2, de tal
equacao.

Defina y = w1 + 22. Assim como no Exemplo 1,
gostariamos de calcular y em fungdo de S e P. Elevando y
ao cubo, obtemos:

y> = (Yar + Ya2)?
= a1 +3(Y71)° T2+ 3921 (Y31)” + 22
= @1+ 29 + 31 e (Vr + Y2)
=S +3VP-y.

Observacao 2. E preciso tomar muito cuidado com a ultima
igualdade na série acima. Estamos usando que YT, xe =
NP IP. Isso é verdade quando x1 e Ty G0 Teais e es-
tamos considerando a (dnica) raiz cibica real desses nimeros.
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Nos complexos, existem trés possiveis valores para /1, as-
sim como para /T2 e para J/P. E, como vimos no médulo
sobre niumeros complexos, a distributividade da radiciacdo em
relacao a multiplicacao nem sempre vale. Por exemplo,

1=V1=/(-1)(-1)#V-1y—-1=i-i=—1.

Contudo, ao multiplicar qualquer raiz cibica complexa de x1,
por qualquer raiz cibica complera de xo o resultado obtido é
uma das trés raizes ctbicas de P.

Infelizmente, nao conseguimos uma férmula para y em
funcdo apenas de S e P, mas acabamos concluindo algo
interessante: y é uma das raizes da equacao de terceiro grau

y® — 3V Py — S =0. (2)

Assim, para calcular y, “bastaria” resolver a equagio de
terceiro grau acima. Esta tentativa de simplificar o calculo
do valor de y acabou sendo frustrada, pois ndo sabemos
resolver essa equagdo. — O ponto aqui é que, ao contrario do
Exemplo [1} onde é mais ficil calcular 3 + 23 do que calcular
r1 e r3 individualmente, resolver a equagao [2 para calcular
o valor de y = 3.¢/x1 + 3¢/x2 é tao dificil quanto calcular z;
e xo diretamente, pela férmula de Bhaskara, como raizes da
equagao , para depois calcular 3.¢/x1 + 3-¢/x2.

Por outro lado; fazendo uma “engenharia reversa” na
discussao acima, o que acabamos de encontrar foi justamente
uma maneira de resolver a equacio y°> — 3V Py —S =0. E
com uma simples mudanga de variaveis, podemos derivar
uma método para resolver qualquer equagao de terceiro grau
em que o coeficiente de x> seja igual a 1 e o de z2 seja igual
a 0, como faremos abaixo.

De fato, de forma semelhante ao que fizemos na aula pas-
sada, considere que desejamos resolver a equacao de terceiro
grau (na varidvel y) reduzida

v +py+q=0. (3)
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Comparando a equagdo acima coma equagao , podemos
fazer p = —3V/P e ¢ = —S. Isolando S e P, obtemos S = —¢
e P = —p3/27. Substituindo estes valores na equaco ,
podemos definir 7 e x5 como as raizes da equacgao de segundo
grau 22 +qx —27p> = 0 e concluir que uma raiz da equacio
¢ da forma y = w1 + 2. Se aplicarmos Bhaskara para
resolver 22 + qx — p3/27 = 0, obtemos:

1 4p3 1 4p3
. 2 _ 2P N P O N
T 2<Q+ q 27)6332 2(q q o7 |

o que equivale a:

_ g, ey _ 9L e
S T T 1 Top

Isso nos fornece justamente a férmula de Cardano:

s/ ¢ ¢ P s q ¢
Sy SN G A B Y A 4
* \/27L 4+27+\/2 ity W

O caso em que temos uma equagdo de terceiro grau qual-
quer pode ser resolvido da mesma forma que fizemos na aula
anterior, com outra substituicdo de variavel. Primeiro, pode-
mos supor, sem perda da generalidade, que o coeficiente de x>
é igual a 1. Isso porque, para uma equagao de terceiro grau
qualquer, podemos dividir cada coeficiente pelo coeficiente
de 23 e, assim, obter uma equacdo na forma

3 +ax® +bx+c=0. (5)

Procuramos fazer uma substituicio do tipo x = z+t, onde
z seréd nossa nova variavel e t € um valor fixo que precisa ser
escolhido de modo que a equagdo de terceiro grau na varidvel
z tenha o coeficiente de 22 igual a zero. Na aula passada,
usamos as relagoes de Girard para justificar que t = —a/3
é valor de que precisamos. OQutra maneira de justificar essa
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escolha é substituir x = z 4+ ¢ diretamente na equacao e
observar que:

(z+t) +alz+t)>+b(z+1) +c=0
equivale a
(22 +32%t + 32t +t3) +a(2® + 22t +2) + b(z +t) +¢c=0
ou, ainda, a
23 + (3t4a) 2% + (3t2+2at+b) 2 + (*+at? +bt+c) =0,

Como queremos zerar o coeficiente de 22, basta fazer 3t +a =
)

0, ou seja, t = —a/3 (como esperado). Isso nos dé a equagao
2 3
3 —a 2a ab
—+b — = — =0.
z7 4+ ( 3 + > z+ o7 3 +c

que pode ser resolvida usando a férmula de Cardano.

Observagdo 3. A equagdo acima ndo precisa (nem deve)
ser memorizada. O importante é entender qual substituicdo
de varidvel precisa ser feita para que seja possivel aplicar a
formula de Cardano.

3 Equacoes de quarto grau

Um caso bastante simples de equagao de quarto grau sdo as
chamadas equagoes biquadraticas, que possuem o formato

az* + bx? +c = 0. (6)

A principal caracteristica é que os coeficientes de z3 e de «
sao iguais a zero. Equagoes assim sao exemplos comuns nas
aulas de equacdo de segundo grau, pois basta fazer y = 2
para obter:

ay® + by +c=0.

http://matematica.obmep.org.br/ P.5
matematica@obmep.org.br



Resolvendo essa equagao de segundo grau, obtemos o valor
de y e, em seguida, obtemos x = &, /y.

O préximo caso mais simples é aquele em que apenas o
coeficiente de x? é igual zero. Vamos resolver esse problema
de duas maneiras diferentes. A primeira usa a mesma ideia
da secao anterior.

3.1 Inspiracao

Na secdo anterior, usamos um equagao de segundo grau como
pontapé inicial para a obtencao da férmula resolutiva de
equagoes de terceiro grau. Agora, usaremos a deterceiro grau
para resolver uma de quarto grau.

Considere uma equagao de terceiro grau da forma:

3 — Sz’ 4+ Tz —P=0. (7)

Sejam 1, T2, 3 suas raizes e lembre-se de que as relagoes de
Girard fornecem:

T1+ T2 + 13 =5,

1Ty + x123 + 2223 =T,

X1X2x3 = P.
Seja y = /&1 + /T2 + /T3, com o detalhe de que aqui
usamos ,/r1 como uma maneira simplificada de expressar

qualquer uma-das rafzes (duas) quadradas complexas de x;
(o mesmo valendo para /xz e /T3). Temos

y2 =21 +2x2 + I3 +2(\/Ill’2 + \/Ill‘g + \/Igl’g) -

y>—S
2

Elevando ambos os lados da tltima equacao ao quadrado,
obtemos:

AN
= 2122 + X123 + Tox3

2
+2y/FrEaws (v + V/Es + V).

= \/.’L’lajg + \/.’II1I3 + \/1321‘3.

http://matematica.obmep.org.br/ P.6
matematica@obmep.org.br



Logo,

2_52
%:TJFQ\/P%

o que é equivalente & equacao de quarto grau:

yt —25y? — 8V Py + 5% — 4T = 0. (8)

3.2 Férmula resolvente (grau 4)

Com as ideias acima, ja podemos resolver equagdes de quarto
grau no caso particular em que o coeficiente do termo de grau
3 seja igual a zero. Para tanto, considere uma equag¢ao na
forma

yr by ey +d=0. (9)

Quando d = 0, podemos colocar y em-evidéncia. Temos
que y = 0 é uma das raizes e podemos calcular as demais
raizes resolvendo uma equacgdo de terceiro grau. Suponha que
d #0.

Comparando @ com , queremos fazer,

28 =b, "—8/P=c e S? 4T =d.
o que equivale a:

b N2 S2_d  12—4d
S=-3 (8) ¢ A 16

Substituindo os valores acima na equagao , obtemos:
b b? — 4d c\2
3 2
= —|l=z) =0.
SR R T (8)

Admitindo que ja sabemos resolver qualquer equacgio de
grau 3, podemos calcular as raizes da equagdo acima.
Sendo x1, 2, T3 tais raizes, vemos que as raizes de sao

dadas por:
Y = \/T1 + /T2 + /T3
Na verdade, cada uma das raizes acima pode ser subs-
tituida por uma dentre 2 raizes quadradas complexas. (Como
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1, T, x3 sao diferentes de zero, cada um tem exatamente
duas duas raizes complexas). Isso nos daria 8 possiveis valores
para testar para y. Contudo, a equacio v P = —c/8 diz que
VZT1y/T2\/T3 = —c/8. Assim, para cada valor de \/z7 e /72,
h4 apenas um possivel valor de \/z3 que gera um y valido.
Dessa forma, obtemos todas as quatro raizes da equagao de
quarto grau original.

Para finalizar, observamos que, para obter as raizes de
um equagao de quarto grau qualquer, comegamos dividindo
todos os coeficiente pelo coeficiente de z#, a fim de obter uma
equagao na forma

z* 4+ A + B2+ Cx+ D =0. (10)

Por sua vez, para resolver essa tltima equacdo, basta fazer a
substituicdo x = y — A/4 para obter uma equacgao de quarto
grau em y, com o coeficiente de y* nulo.” Encontrando os
valores de y que satisfazem tal equagio, basta subtrair A/4
de cada um deles para encontrar as raizes da equacao (|10J).

3.3 Solugao alternativa (grau 4)

Suponha que seja dada uma equacao de grau 4 qualquer.
Assim, como na se¢do anterior, iniciamos transformando essa
equacao em uma equagao cujo termo cubico é nulo:

2+’ +cex+d=0.

Entende-se que = é nossa variavel e b, ¢, d sao valores co-
nhecidos. Toda equacao deste tipo, pode ser reescrita no
formato:

(@* +p)* = (g +7)?=0

De fato, uma vez que
(@ +p)° = (qz +7)? = 2"+ (20° = ¢*)2® + 2qrz + (* —1?),

basta escolher p, ¢, r satisfazendo o sistema de equagdes
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2p° —¢* = b,
2qr = ¢,
p?—r2=d.

Subtraindo duas vezes a terceira equacao da primeira, obte-

mos:
2r2 —¢® =b—2d.

Usando que 2¢r = ¢, temos ¢ = ¢/2r, logo,

2
202 (i) —b—2d.
2r
Dal,

8rt 4+ 4(2d — b)r* — 2 =0,

uma equacdo biquadratica em r. Entdo, fazendo 2 = t,
temos um equacao de segundo grau em t. Obtendo o valor
de ¢, podemos obter o valor der e, por substituicdo direta
no sistema original, calcular os valores de p e q.

A vantagem de obter um equacao da forma (2% + p)? —
(g +7)? = 0 é que ela é a diferenca entre dois quadrados,
de sorte que podemos usar o-produto notével X2 — Y2 =
(X +Y)(X —Y). Assim, obtemos:

(m2+p+qx+r)(x2+p—qx—r):0.

Para que este produto seja zero, é necessario e suficiente
que um dos fatores seja zero; com isso, podemos calcular os
possiveis valores de x.

4 Discussao final

Neste texto, incluimos poucos exemplos numéricos de aplicagoes
dos métodos aqui apresentados. Mas exercicios resolvidos
detalhadamente podem ser encontrados na se¢do “Caderno de
Exercicios” das aulas “Férmulas Resolutivas-Primeiro Método”
e “Férmulas Resolutivas — Segundo Método”. Sugerimos for-
temente que o leitor tente fazer esses exercicios e estude suas
solucdes, caso ndo consiga resolvé-los sozinho.
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Apos ler as segoes [2 e [3] deste material, o leitor pode
ficar tentado a encontrar uma formula geral para equacoes
de quinto grau, partindo das solugdes de equagdes de quarto
grau. Porém, isso ndo funciona. As expressdes (/1 + ¥/Z2)>
e (y/T1 + /T2 + \/Z3)? que aparecem nas segoes [2| e éo
bastante peculiares, e ndo hé uma expressao que desempenhe
um papel andlogo para equagoes de quinto grau.

Assim é que, apesar de ser possivel resolver casos bas-
tante especificos de equacoes de quinto grau, o Teorema
de Abel-Rufini nos diz que é impossivel encontrar uma
formula que use apenas a operagao de radiciacao e as quatro
operagoes aritméticas elementares (soma, subtragao, multi-
plicagdo e divisdo) e que resolva equagoes de grau 5 quaisquer.

Para uma equagao polinomial arbitriria, de grau maior
ou igual a 5, o Teorema de GaloiaEI nos garante que também
é impossivel encontrar uma féormula geral resolvente, nos
mesmo moldes acima. Este é um fato bastante popular.
Contudo, sua demonstragao nao é elementar, sendo estudada
apenas em cursos de Teoria de Galois, no Ensino Superior.

Dicas para o Professor

Este material se propoe a apresentar uma justificativa
alternativa para a férmula de resolucdo de equagoes terceiro
grau, sendo uma continuac¢ao natural da aula anterior. Esta
parte pode ser ministrada em um tnico encontro de 50 minu-
tos. Boa parte do contetido aqui exposto também pode ser
encontrado na referéncia [3].

A referéncia [|1] contém uma discussdo relativamente com-
pleta e profunda sobre equagbes polinomiais. A referéncia
[2] é uma agradével leitura, a qual contempla a histéria das
tentativas de se resolver equagdes polinomiais.

1Devida ao matematico francés Evariste Galois, que viveu de 1811 a
1832 e é considerado um dos grandes génios da Matematica.
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