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E comum que copos, fios, canudinhos, vasilhas, tampas,
canos, moedas, canetas, etc., tenham o formato cilindrico.
Troncos de arvores, vasos sanguineos, ossos e fios de cabelo
também tém formato cilindrico.

Nesta aula, veremos uma definicao precisa do objeto
geométrico cilindro circular, que é uma representagao ma-
tematica de todas as formas citadas acima. Também, es-
tudaremos algumas de suas propriedades métricas.

1 Cilindros circulares

Seja C' um circulo de centro O e raio r > 0. A regiao D
do plano delimitada pelo circulo C é chamada de disco
de centro O e raio r. Enfatizamos que o circulo C esta
contido do disco D. A parte do disco que nédo esté contida
em C é chamada interior do disco.

Figura 1: disco com centro O, delimitado pelo circulo C.

Consideremos, agora, um disco D contido em um plano
e um segmento AB néo contido no plano do disco D. Po-
demos supor que uma das extremidades do segmento, di-
gamos o ponto A, nao estd no plano que contém o disco
D. Para cada ponto P € D, consideremos o segmento PP’
que satisfaz as trés seguintes condigoes:

Figura 2: um cilindro e sua geratriz AB.

(1) a reta que passa por P e P’ é paralela a reta determi-
nada por A e B;

(2) PP — AB:;

(3) para cada P € D, o ponto P’ estd no mesmo semi-
espago que o ponto A, em relagio ao plano que contém
o disco D.

O conjunto formado por todos os segmentos PP’ satis-
fazendo (1), (2) e (3), com P € D, é um sélido, chamado
cilindro circular de base D e geratriz AB. Chamare-
mos o plano que contém a base D do cilindro de plano da
base do cilindro.

O conjunto dos segmentos PP’ satisfazendo (1), (2) e
(3), com P € C, é uma superficie, chamada superficie
cilindrica circular com base C e geratriz AB. Intui-
tivamente, a superficie cilindrica é a “casca” do cilindro.
Como todos os cilindros e superficies cilindricas que va-
mos estudar aqui sao circulares, vamos chamaé-los apenas
de cilindros e superficies cilindricas.

Quando a geratriz de um cilindro é parpendicular ao
plano da base, dizemos que esse cilindro é reto. Caso
contrario, dizemos que o cilindro é obliquo (figura (3.

Figura 3: cilindro reto e cilindro obliquo.

Os extremos dos segmentos que determinam um cilin-
dro formam dois discos, os quais chamamos de bases do
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cilindro. Se um cilindro é reto, a reta determinada pe-
los centros de suas bases é chamada eixo de simetria do
cilindro.

A altura de um cilindro é a distancia entre os planos
que contém suas bases. Se um cilindro é reto, sua altura
coincide com a distancia entre os centros de suas bases.

Figura 4: um sélido de revolugao.

Em geral, dada uma reta e e uma figura F' contida em
um plano que passa por e, ao girarmos F' em torno de e,
obtemos um sélido, chamado sélido de revolugao gerado
por F e com eixo de simetria e (figura [4)).

Quando a figura F' é um retangulo e o eixo de simetria e
passa por um dos lados desse retangulo, o sélido gerado é
um cilindro reto. Reciprocamente, todo cilindro reto pode
ser construido dessa maneira. Por isso, também chamamos
um cilindro reto de cilindro de revolugao.
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Figura 5: um cilindro de revolugao.

Suponhamos que um cilindro de revolugao seja obtido a
partir da rotagao de um retangulo com lados de compri-
mentos 7 e h em torno do lado que tem comprimento h.
Entao, o raio da base desse cilindro é r e sua altura é h.

A interseccao de um cilindro reto com um plano que
contém o seu eixo de simetria é chamada de seccao me-
ridiana do cilindro. Quando a sec¢ao meridiana de um ci-
lindro é um quadrado (isto é, quando h = 2r, nas notagoes
acima), dizemos que o cilindro é equilatero (ﬁgura@.
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Figura 6: um cilindro equilatero.

2 Area da superficie de um cilin-
dro circular

A superficie de um cilindro circular reto é formada por suas
duas bases, que sao discos, juntamente com a superficie
cilindrica em si, a qual chamamos superficie lateral do
cilindro.

Figura 7: planificagdo de um cilindro reto.
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Para calcularmos a area dessa superficie, é suficiente en-
contrar uma regiao do plano que tenha a mesma area que
ela e, em seguida, calcular a area dessa regiao do plano.
Uma regiao do plano com essa propriedade é dita uma
planificacao da superficie cilindrica.

No caso de um cilindro circular reto, essa planificacao é
relativamente simples (figura[7)), sendo composta pelos dois
circulos, que sao as bases do cilindro, e por um retangulo,
que corresponde & sua superficie lateral. A altura desse
retangulo é igual a altura do cilindro, enquanto a sua base
é igual ao comprimento do circulo C' que delimita a base
do cilindro (isso porque desenrolamos a superficie lateral
do cilindro para formar o retdngulo).

Assim, se um cilindro circular reto tem raio da base r
e altura h, entdo a area das duas bases é 27wr? e a drea
lateral do cilindro é

2nr - h
~—
base altura

Desse modo, a area total da superficie de um cilindro reto
de raio da base r e altura h é

Ao = 2rr? + 27rh = 2w (r + h). (1)

No caso particular em que o cilindro é equildtero, vimos
que h = 2r. Logo, a area de sua superficie é

Ac = 2mr(r + 2r) = 672, (2)

Uma pergunta natural que surge a partir do que foi dis-
cutido acima é: qual € a drea da superficie de um cilindro
obliquo? Convidamos o leitor a imprimir e recortar a figura
[8labaixo, ignorando o segmento tracejado. Depois enrole o
pedaco de papel recortado e cole ao longo da pequena aba.

/

Figura 8: planificacao de um cilindro obliquo.

A figura resultante serd um cilindro obliquo, sem as ba-
ses. O segmento vermelho na figura [8] corresponde a uma

elipse que é a intersecao de um plano perpendicular a ge-
ratriz do cilindro passando pela extremidade de um dos
segmentos que formam a superficie cilindrica (figura E[)

Observe que a drea planificada, desenhada na figura[g] é
igual a drea do retangulo de altura igual ao comprimento
g da geratriz do cilindro e base igual ao comprimento do
segmento vermelho da figura[§ que é a planificagao da elipse
que aparece em vermelho na figura figura [0

Dessa forma, a &area lateral de um cilindro circular
obliquo é igual a drea lateral de um cilindro reto cuja base
€ uma elipse. Esse cilindro pode ser obtido deslocando-se
parte do cilindro obliquo da figura [9] que estd abaixo da
elipse vermelha para a parte superior desse cilindro. Isso
corresponde, na planificacao, a deslocar a parte que esta
acima do segmento vermelho na figura [8| para a parte in-
ferior dessa figura de modo a produzir um retangulo.

Figura 9: cilindro obliquo. O segmento vermelho da figura
anterior é agora uma elipse sobre o cilindro.

Portanto, a area lateral do cilindro obliquo é
AL =g- Y4 (3)

onde g é o comprimento da geratriz do cilindro e £ é o
comprimento da elipse obtida como secao do cilindro por
um plano perpendicular a reta que passa pelos centros de
suas bases.

No entanto, nao ha uma férmula simples para calcular o
comprimento de uma elipsdﬂ, mesmo se usarmos ferramen-
tas mais sofisticadas, como o Célculo! O problema de se
determinar o comprimento de uma elipse aparentemente
foi considerado pela primeira vez pelo matemético inglés
John Wallis (1616-1703) em 1665. Esse problema deu ori-
gem & nocao de integral eliptica, assunto que foi objeto de
estudo de muitos matematicos famosos, como Euler, Le-
gendre, Gauss, Abel e Jacobi.

1Para o célculo aproximado do comprimento de uma elipse, com
um erro tdo pequeno quanto desejado, veja o problema 3 da Secgao
5.3 de [1].
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3 Volume de cilindros circulares

Nesta secao vamos demonstrar que o volume de um cilindro
circular é igual a area de sua base multiplicada por sua
altura. Para isso, iremos usar o principio da eraustao e o
principio de Cavalieri.

Dado um cilindro circular reto C, cuja base é um disco D
de raio r, vamos construir, para cada natural n > 3, dois
prismas retos p, e P,, cujas bases sao poligonos regulares,
da seguinte maneira.

Figura 10: a base de um cilindro e poligonos regulares
inscrito e circunscrito & mesma.

A base do prisma p, é um poligono regular ¢, de n
lados, inscrito no disco D, enquanto a base de P, é um
poligono regular @,, de n lados, circunscrito ao disco D.
Vamos denotar as dreas de ¢, e @, por A(g,) e A(Qn).
Uma vez que as alturas de p,, P, e do cilindro sao todas
iguais a h, os volumes dos prismas p, e P, sao dados,
respectivamente, por

vol(pn) = A(gn)h e vol(P,) = A(Qn)h.
Agora, se A(D) é a area da base do cilindro, entao
A(gn) < A(D) < A(Qn).
Assim, A(gn)h < A(D)h < A(Qn)h, ou seja,
vol(py,) < A(D)h < vol(P,), (4)

para todo n > 3.
Por outro lado, como o prisma p,, esta contido no cilindro
e o prisma P, contém o cilindro, temos que

vol(pr) < vol(C) < vol(Ry,), (5)

para todo n > 3, onde vol(C) indica o volume do cilindro

C.
A seguir, mostraremos que as validades de e para
todo n > 3 nao deixa outra alternativa além de que seja

vol(C) = A(D)h.

Para tanto, note inicialmente que, para cada erro € > 0,
é possivel escolher n suficientemente grande, tal que

[vol(P,) — vol(p,)| < e.

Se vol(C) fosse diferente de A(D)h a diferenca vol(C) —
A(D)h seria diferente de zero, e poderfamos escolher ¢ =
[vol(C) — A(D)h| > 0. Para esse ¢, existe n suficientemente
grande tal que |vol(P,) — vol(p,)| < € = |vol(C) — A(D)h].
Porém, isso contradiz o fato (veja a figura de que

[vol(C) — A(D)h| < |vol(P,) — vol(p,)|

para todo n > 3.
A(D)h  vol(C)

vol(p,) vol(P,)

[vol(C) — A(D)h|

[vol(P,) — vol(p,)| < e

Figura 11: e (B) garante que a diferenca entre A(D)h e
vol(C) é controlada pela diferenga entre vol(P,,) e vol(p,).

Assim, concluimos que vol(C) = A(D)h, isto é, o volume
do cilindro reto em questao é igual a area da sua base
multiplicada pela sua altura. Se r é o raio da base D,
entdo A(D) = 7r?; logo o volume de um cilindro reto de
altura h e raio da base r é igual a

vol(C) = mr?h. (6)

No caso particular em que o cilindro é equildatero, temos
h = 2r, logo
vol(Cp) = 2mr3. (7)

Vejamos, agora, o caso do cilindro obliquo C, de altura
h e base D de drea A(D). Construa um cilindro reto C; de
mesma altura e cuja base seja um circulo de mesmo raio
que C (figura .

Para cada plano « paralelo ao plano que contém as ba-
ses dos dois cilindros, as intersecoes « N C e a N Cq, de «
com cada um dos cilindros, sao circulos de raios iguais aos
raios dos circulos das bases de C e Co, respectivamente.
Mas, como os circulos das bases de C e C; tém raios iguais,
concluimos que as areas A; e As de a N C e a N Cq, res-
pectivamente, sao iguais, para cada plano a tomado como
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acima. Entao, pelo Principio de Cavalieri, os dois cilindros
tém um mesmo volume, ou seja,

vol(C) = vol(Cy) = A(D)h

h

Figura 12: as dreas das seccOes paralelas as bases sao
iguais.

Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir o material desta aula.

O estudo do cilindro obliquo d4 margem a certas ex-
ploracoes experimentais que podem ser bem motivadoras.
Além de imprimir a figura [§| e recorta-la para produzir
um modelo do cilindro obliquo (sem as bases), vocé pode
desenvolver as seguintes atividades com seus alunos: (1)
envolva uma tira estreita de papel em uma vela e corte a
vela, junto com o papel fazendo um corte que nao seja per-
pendicular ao eixo de simetria da vela (por onde passa o
pavio da vela). A figura obtida tem o mesmo aspecto que
a figura (2) Mergulhe parcialmente um rolo de pintar
paredes em um recipiente com tinta, de modo que o rolo,
ao ser mergulhado na tinta nio esteja na vertical (veja a

figura .
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Figura 13: como pintar “ondinhas” na parede (veja a re-
feréncia [6]).

Ao passar o rolo sobre uma superficie plana, como um
papel, ou uma parede, o resultado serda o mostrado na fi-
gura a parte pintada apresenta um padrao ondulado.
As curvas onduladas das figuras [§ e [L3]| sdo senoides, ou

seja, gréficos de fungoes do tipo f(z) = A -sen (Tz), onde
A e T sao constantes que controlam, respectivamente, a
amplitude e o periodo da senoide.

Explorar as conexdes entre o cilindro obliquo e a funcéo
seno pode ser bastante enriquecedor para a sua aula. As
referéncias [5] e [6] podem ser consultadas para aprofunda-
mento. As referéncias [2], [3] e [4] contém vérios exercicios
acerca do material discutido nesta aula.
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