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Ao longo das ultimas trés aulas, apresentamos as proprie-
dades fundamentais do determinante. Aqui, interpretaremos
essas propriedades em termos de transformacdes lineares. Ge-
ometricamente, a ideia é a seguinte (veja o teorema ): toda
aplicacdo linear transforma um paralelogramo num paralelo-
gramo cuja drea € o produto da drea do primeiro paralelogramo
pelo valor absoluto do determinante da aplicacdo linear. En-
cerraremos com algumas aplicaces geométricas.

1 A propriedade geral

Sejam V o espago dos vetores no plano e T-: V.=V uma
transformacao linear. Relembre que o determinante de T,
det T, é o determinante de qualquer matriz [T] dessa trans-
formacéo (confira as aulas Interpretacdo. Algébrica e Com-
posi¢do do médulo Operando com Transformagoes Linea-
res: Algebra e Geometria): fixado um sistema cartesiano

a c

de coordenadas, relativamente ao qual [T] = , vale

det T = ad — be.
Agora, digamos que 7" transforma o paralelogramo ABC D

no paralelogramo A’B’C’D’. Definindo u = 1@, v=AD e
— N\

u = A'B' v = A'D", segue que T(u) = u' e T(v) = v'.
a c
b d
da det[u/,v'] = det[T(u),T(v)] = det T - det[u,v], ou seja,
levando em consideracdo que det[u,v] e det[u’,v'] sdo as
4reas orientadas de ABCD e A’B'C’'D’, acabamos de obter
o

Como [T'(u);T(v)] = - [uw], a regra de Binet nos

Teorema 1. Toda aplicagao linear transforma um paralelo-
gramo (resp. triangulo) num paralelogramo (resp. tridngulo)
cuja drea orientada é o produto da drea orientada do pri-
meiro paralelogramo (resp. tridngulo) pelo determinante da
aplicagdo linear. Em simbolos,

det[T'(u),T(v)] = det T - det[u,v], (1)
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para quaisquer vetores u,v e para qualquer aplicagcdo linear
T:V —=V.

Também podemos demonstrar esse teorema recorrendo a
caracterizacdo do determinante apresentada na aula passada.
De fato, definindo f(u,w) = det[T(u),T'(v)], é facil verificar,
pela linearidade de T, que f é uma funcao alternante, ho-
mogénea e aditiva das colunas u e v de uma matriz 2 x 2. Por-
tanto, pelo teorema 12 daquela aula, f(u,v) = f(¢,7) det[u,v],
em que f(3,5) = det[T'(2),T(j)] nada mais é que o determi-
nante de T (aqui, ¢ e j sdo os vetores unitarios-dos eixos
coordenados). Isso demonstra a férmula .

Observacao 2. Vejamos como a propriedade geral; expressa
no Teorema , caracteriza a funcao determinante, justifi-
cando, assim, o adjetivo “geral”. Seja f = f(u,v) uma funcdo
das colunas u,v de uma matriz, satisfazendo-f (T (u),T(v)) =
(det T) f(u,v), para cada transformagao linear T. Vamos
mostrar que f € um maultiplo da funcao determinante. De
fato, dado um par u = (ab),v = (¢,d) de vetores no plano,

. N . |a ¢ . . U
assoctada d matriz b d estd a aplicacao linear T :'V —

V' satisfazendo T(t1) = u,T(J)
f(T(2),T(5)) = (det T) ( J) =

amos.

= wv. Portanto, f(u,w) =
f(2,7) det[u,v], como queri-

Na décima primeira videoaula desse médulo, a propriedade
geral nos foi apresentada sob a forma

detla-u+b-v,c-u+d-v] = (ad — be)det[u,w], (2)

para quaisquer vetores u,v € para quaisquer nimeros reais
a,b,c,d.

A demonstracéo é direta e consiste do uso das proprieda-
des fundamentais do determinante, quais sejam, alternancia,
homogeneidade e aditividade.

Como esperado, a igualdade equivale a féormula .
Sendo a verificacdo imediata caso u e v sejam colineares, pode-
mos supor o contrario. Assim, apelando ao Lema 12 da aula
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Composi¢ao do médulo Operando com Transformagdes Line-
ares: Algebra e Geometria, existe uma (tnica) transformagio
linear T': V — V satisfazendo T'(u) = a-u+b-ve T(v) =
c-u+d-v. Afirmamos que det T = ad — bc. Com efeito, basta
ver que det T det[u,v] = det[T(u),T(v)] = (ad — bc) det[u,v].
Cancelando o fator det[u,v] # 0, segue a afirmagdo. Por-
tanto, detla - u +b-v,c-u+d-v] = (ad — be) det[u,v] <
det[T'(u),T'(v)] = det T det]u,v], como desejado.

Nos moldes do teorema 5 da 22 aula do médulo anterior,
podemos generalizar o teorema anterior da seguinte forma.

Corolario 3. SeT :V — V & uma aplicacdo linear invertivel,
R € uma regigo do plano e R' = T(R) € a imagem de R-por
T, entdao

A(R') = | det TJA(R).

Prova. Basta repetir os mesmos passos da-demonstracao do
teorema citado acima: o primeiro caso segue do teorema
e, para os demais casos, basta substituir k2 por |det T|. O

Exemplo 4. Uma elipse de semieixos de medidas a e b tem
darea mab.

Solugao. Seja E a elipse do enunciado. Num sistema con-
veniente de coordenadas ortogonais z,w, E se expressa pela
equagao Z—i + 72"22 = 1. Ora, a aplicacdo linear T(z,y) =
(ax,by) satistaz det\T = ab e transforma o circulo unitério
C::U2+y2:1emE(sez=axew:by7Z—z—&—%;:
1 & a? 4 y% = 1). Pelo corolario anterior, vem A(FE)
det T+ A(C) = mab.

O

2 A area de um poligono simples

Todo poligono simples P, de vértices (consecutivos) Py, Ps,

.., P, admite duas orienta¢bes, uma definida pela sequéncia
PP,...P,, e a outra dada pela ordenagao P,P,_1...P;.
Nesta secdo, quando escrevermos P = PP, ... P,, ficara
subentendida a escolha da orientagdo para P determinada na
notacao.
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Inspirados pelo Exemplo 2 da aula passada, vamos definir
[P1Ps...P,], a drea orientada de Py P; ... P,, como

[PLP...P,] =[OP P+ -+ [OP,_1P,] + [OP,P1]. (3)

Naturalmente, espera-se que |[P1P;...P,]| seja a area do
poligono PP, ... P,, fato que sera estabelecido em breve.
Antes, algumas observagoes simples.

1. A drea orientada de um poligono depende da sua orienta-

¢cao:
[P\Py... P, = —[PyPu_y...Py].

2. [P P...P,] independe do ponto O. Pois; dado um outro
ponto O, o Exemplo 2 da aula anterior nos dé (tome P, 11 :=
P)

M=

[PLPy... P, =) [OP;Pi4]
i=1
=Y [0'OP) + Z [O'P,P; 4] + Z[O'PMO]
=1 V= =1
= Z[O PiPi],
1=1
posto que
> _[0'Pi10] = Y [0'P,Ol = = [0'OP].
i=1 =1 i=1

3. A drea orientada € aditiva: se 1 < m < n, entdo

[P\Py... P, =[P\Py... Py + [PnPusi1-.. PuPLl.

http://matematica.obmep.org.br/ P.4
matematica@obmep.org.br



Ora,

[P1P2...P |4+ [PnPmi1... PP =

[OP Pii1] + [OP, P + i[opiml} +[OP,P,]

1 =m

3 H-MS

(]}

[OP P + Z [OP;P; 1]

1 i=m

.
Sl

[OP; P, 11]
=1
=[P Pn).
4. Se os tridngulos BCA e BAD tém apenas o lado AB em
comum (i.e., C e D estdo em lados opostos da reta j@),
entdo [BCA] e [BAD] tém mesmo sinal (ou seja, BCA e
BAD estdo igualmente orientados, no sentido geométrico da
aula anterior).

Basta notar que, se ﬁ « B? + B B—/i entao

a < 0, de modo que [BAD] = det[BA o BC + 8- ﬁ]
0 detBA.BC| = —a[BCAL ic., [BAD]/[BCA] = —a > 0.

Antes de enunciar o resultado principal desta secdo, vamos
recordar o Lema 2 da-2? aula do médulo anterior: se P € um
poligono simples de'n lados, entio P pode ser triangulado.
Mais precisamente, P se decompde numa reunido de n — 2
regioes triangulares, quaisquer duas das quais sem pontos
interiores em comum, sendo o0s vértices desses triangulos
também, vértices de P.

Fixada uma triangulacdo de P, diremos que um tridngulo
A dessa tridngulagio é exposto (resp. bem exposto) se A
compartilha algum lado (resp. dois lados) com P (veja a
préxima figura).

Orientando P, digamos P = PP, ... P,, cada trlangulo
exposto A da triangulacdo adquire uma orlentagao que “con-
corda” com a orientacao de P no(s) lado(s) em comum. Mais
precisamente, se A ¢ o tridngulo de vértices F;, P11 e Pj,
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triangulos bem expostos

\ tridngulo exposto

definimos a sua orientacdo por A'= P, P P;.

Uma tultima observacao: toda triangulacao de P admite
pelo menos dois tridngulos bem expostos. De fato, cada lado
de P também ¢é lado de um unico triangulo exposto. Como ha
no maximo n — 2 deles-se P possui n lados, segue a afirmacao.

Teorema 5. Se P = P\ P,... P, é um poligono simples
orientado, entao A(P) = |[P1Ps...P,]|. Além disso, se
[PLPs... Py} >0 (resp. <0), a orientacdo de P induz ori-
entagdes positivas (resp. negativas) em cada tridngulo exposto
de uma triangulacdo de P.

Prova. Por inducdo em n. A base de inducao, n = 3, é o
Exemplo 2 da aula passada. Suponhamos, entdao, o resultado
verdadeiro para poligonos simples orientados com n lados,
n > 3. Precisamos verificar a validade do resultado para um
poligono simples orientado P = Py Py ... P, Py 41.

Fixada uma triangulagdao em P, podemos admitir, sem
perda de generalidade, que P, P,4+1P; é um tridngulo bem
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exposto. Considerando o poligono simples orientado @ =
PP, ...P,, afirmamos que as areas orientadas [P P ... P,]
e [P, Py+1P1] tém mesmo sinal. Com efeito, digamos que
[P1P;...P,] seja positivo. Logo, se P,P;P; é o tridngulo
de lado P, P; da triangulacao induzida em @, a hipdtese de
indugéo e a 4* observagdo acima nos garantem que [P, P P;]
é positivo e [P, Ppt1P1], [P, P1P;] tém mesmo sinal, de onde
se conclui que [P, P,41P;] também é positivo. De maneira
andloga, [P1 P ... P,] negativo implica [P, P,,+1P1] negativo,
e a afirmacio segue.

Como [P1P2...Pnpn+1} == [P1P2Pn] + [Pnpn+1P1]
pela observagao 3, e as parcelas no 2° membro tém mesmo
sinal, vem

I[PLPs ... PaPoii]| =|[PiPs ... P]| 4| [PaPrsi P
:A(Plpg .o Pn) + A(Pnpn+1pl)
=A(P).

Por outro lado, se [Py P ... P, P,y1] > 0, entdao temos que
[PiPy...P,] > 0e [P,Pyy1P1] > 0. Se A é um tridngulo
exposto na triangulacdo de P, entdao A = P,P,;1 P ou
A é um tridngulo exposto da triangulacao induzida em @,
o0 que, em qualquer caso, levando em conta a hipétese de
indugéo, nos garante que A estd positivamente orientado. Da
mesma forma se mostra que [P1 P, ... P, P, 1] < 0 acarreta
orientagdes induzidas negativas nos triangulos expostos da
triangulacao. Isso encerra a demonstracao. O

Observacao 6. Nas hipéteses do teorema anterior, diremos
que P estd positivamente (resp. negativamente) orientado
caso [PyPy...P,] > 0 (resp. < 0). A ideia é que o si-
nal positivo ou negativo da drea orientada de P determina
se a orientagcao PP, ... P, induz o sentido anti-hordrio ou
hordrio de rotagao mo plano, respectivamente. Por exem-
plo, digamos que uma particula se mova na fronteira de P,
sequndo a orientacdo de P, supostamente positiva. Desse
modo, quando a particula se move do vértice P; ao vértice
P11, o triangulo exposto de lado P;P;11, que estd orientado
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positivamente, situa-se & esquerda da particula, ou seja, du-
rante o seu percurso, a particula mantém o interior de P
sempre d sua esquerda, significando que a particula percorre o
perimetro de P no sentido anti-hordrio. Analogamente, se P
estd negativamente orientado, a particula se move no sentido
hordrio, tendo o interior de P sempre a sua direita.

Corolario 7. Considere um poligono simples P = PP, ... P,.
Fizado um sistema cartesiano de coordenadas no plano, se
P; = (x4,y;) para 1 <i <n, entdo

AP) =5

Ty T2

Y1 Y2

Tp—1 Tp

Yn—1 Yn

Ty T

Yn Y1

S+

‘. (4)

Prova. Basta tomar O como a origem do sistema de coorde-
nadas na relagdo (3] e utilizar o teorema.anterior. O]

Exemplo 8. Calcule a drea do poligono-ABCDEFG, em que
A= (30), B=(53),C=(101), D= (75), E = (2,2),
F=(1,6) e G=(04).
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Solugao. Pela férmula (4]), temos

A(ABCDEFQG) =
_1‘35 5 10 107 72 21 10 03’
2/]03 31 15 52 26 6 4 40
1
:§|9f25+43+4+10+4f12\
_33
=5
O

3 Areas de triangulos determinados
por cevianas

Estamos interessados no seguinte problema: dados um triangulo
ABC' e cevianas AD, BE e CF' como na figura abaizo,

A

determinar a razio A(PQR)/A(ABC), sendo AD N BE =
{P},BENCF ={Q} e CFNAD = {R}.

Segue um exemplo cléassico.
Exemplo 9. Nas notac¢ées acima, suponha que D, E e F
dividam os lados de ABC na razdo 1 : 2, ou seja, g—g =

BE = C8 = 1. Entdo, A(PQR)/A(ABC) = 1/7.
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Solugdo. Seja S = A(ABC). Utilizaremos, repetidas vezes,
um fato simples: a razdo entre as dreas de dois triangulos
de mesma altura é a razdo entre as medidas das respectivas
bases. Assim,
A(BCP) _ BP _ A(BPA) N
A(PCE)  PE  A(PEA)
A(BCP) A(PCE)

~ A(BPA) _ A(PEA)
3¢ A(BCP)+ A(PCE) A(BCE)

1
- S_ 4 A(BPA)+ A(PEA) ~ A(BEA)._ 2

)
=T = o1
Prova-se, de forma anéloga, que os tridngulos CEQ e AF'R
tém area %
Somando as areas dos tridngulos ABD, BCFE, CAF e
PQR, vem 3(%) + A(PQR) = S +3(%), de modo que

A(PQR) = % ou seja, %gg% =1 O

O proximo resultado, uma generalizacdo do exemplo an-
terior, nos permite expressar o-quociente A(PQR)/A(ABC)
em termos das razdes nas quais os pontos D, E e F' dividem
os lados de ABC' (vide [2]). Na demonstracéo, utilizaremos
o material desenvolvido na aula passada sobre coordenadas
baricéntricas, em especial, a Proposi¢do 8 e o Teorema 14.

Teorema 10 (Routh). Sejam AD, BE e CF cevianas internas
dotridngulo ABC, tais que ADNBE = {P}, BENCF = {Q}
e CFNAD ={R}. Se D,E e F dividem os lados BC,CA e
AB nas razoes k,l e m, respectivamente, entdo

[PQR) _ (1 — klm)? (5)
[ABC] (Kl4+k+1)(Im+14+1)(mk+m+1)
Prova. Escreva P = aA+B+~C, de maneira que v/8 = k
ea/y=1,ouseja, vy =kBea=Fkf Comoa+f+y=1,

segue que = de onde se conclui que

1
El+k+1°
kl 1 k

L By o R By Rl By |

C.
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De modo similar, temos

ilm 1 l
Im+1+1 +lm+l—|—1c+lm+l+1

Q

mk oy L "
mk+m+1 mk+m+1 mk+m+1

Portanto, utilizando a férmula (8) da aula anterior e a homo-
geneidade do determinante, obtemos

ki1 k
lIim 1

[PQR] 1 m mk
[ABC]  (kl +k+1)(Im+14+1)(mk +m + 1)
(klm)? + 1 + klm —klm — klm — klm
(kl+k+ 1)(Im=+ 1 +1)(mk +m+1)

(1.— kim)?
(kl+k+1D(Im+1+1)(mk+m+1)

como queriamos.

O

Observacao 11. Perceba que as substitui¢oes k — %, [ —
% em — % no 22 membro da relagdo nos retorna a
mesma erpressao. A interpretacdo desse fato é a sequinte:
se P'Q'R" € o triangulo obtido a partir das cevianas AD’,
BE' e CF', sendo D', E' ¢ F' o0s simétricos de D, E e
F relativamente aos respectivos pontos médios dos lados de

ABC, entio [PQR] = [P'Q'R'].

E claro que o exemplo anterior é uma simples aplicacao da
férmula (B)): temos k = I = m = 2 (vide observacao acima), de
forma que A(PQR)/A(ABC) = (1-23)2/(22+2+1)3 = 1/7.

Observacao 12. O Teorema de Routh também generaliza o
Teorema de Ceva: as cevianas AD, BE e CF sdo concorren-

BOORAL — kim = 1.

http://matematica.obmep.org.br/ P.11
matematica@obmep.org.br



4 Aplicacao a elipse de Steiner

Dado um tridngulo ABC, hd uma infinidade de elipses inscri-
tas nesse tridngulo. Todavia, hd uma tnica elipse inscrita em
ABC tocando os lados desse tridngulo nos pontos médios: a
elipse (inscrita) de Steiner de ABC.

C

A B

Figura 1: a elipse inscrita de Steiner de ABC.

Estabelecemos esse fato na aula Composicao do médulo
Operando com Transformacgdes Lineares: Algebm e Geometria.
Encerraremos nossa aula provando o seguinte resultado de
caracterizacao.

Teorema 13. Dentre todas as elipses inscritas num triangulo,
a elipse de Steiner € a de maior drea.

Precisaremos de dois lemas.

Lema 14. Dado um tridngulo A’B'C’, vale cotg(A’/2) +
cotg(B’/2) + cotg(C'/2) = cotg(A’/2) cotg(B’/2) cotg(C’/2).

Prova. Basta utilizar que cotg(a 4 §) = <tel@)coteld) 1

cotg(a)+cotg(B)
com « = A'/2 e f = B’/2, juntamente com o fato de
http://matematica.obmep.org.br/ P.12
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que A’/2 + B'/2 +C'/2 = § implica cotg(A'/2 + B'/2) =
cotg(n/2 — C'/2) = tg(C’"/2) = 1/ cotg(C’/2). O

Lema 15. Se p é o semiperimetro e r € o raio do circulo
inscrito no tridngulo A'B'C’, vale £ > 3v/3, com igualdade
se, e s6 se, A’B'C" ¢ equildtero.

Prova. Vamos utilizar o lema anterior e a desigualdade entre
as médias (geométrica e aritmética). Note que

p

r

cotg(A’/2) + cotg(B’/2) + cotg(C’/2)
= cotg(A’/2) cotg(B’/2) cotg(C'/2)
[cotg(A’/2) + cotg(B'/2) 4 cotg(C"/2)]? /27

(2)”

27

IN

ou seja, (p/r)? > 27, com igualdade se, e s6 se, cotg(A’/2) =
cotg(B’/2) = cotg(C’/2), o que equivale ao fato de A’B’'C’
ser equilatero. O

Podemos finalmente retornar a

Prova do Teorema (|13). Dada uma elipse E inscrita em
ABC, fagamos como na demonstragao do Teorema 14 da aula
Composicdo: toma-se uma aplicacao linear T' transformando
um tridngulo-A"B'C" em ABC, ao mesmo tempo em que
T transforma o circulo inscrito C de A’B’C’ em E. Pelo
Teorema/ ([3)), temos

AE)  det T- A(C) ™ L\/g

A(ABC) ~ det T-A(A'B'C"Y ~ p = 9
Vale a igualdade se, e s6 se, A’B'C’ é equilatero, o que
equivale a afirmar que E é a elipse de Steiner Fg de ABC.
Assim, em geral,

A(E )<iA(ABC) A(Es),

como desejado. O
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Dicas para o Professor

No Exemplo podemos aplicar o Teorema de Pick,
enunciado na 22 aula do moédulo anterior, para calcular
A(ABCDEFGQ@): hi 14 pontos da rede interiores ao poligono
e os unicos pontos da rede na fronteira de ABCDEFG sdo os
pg)géprios vértices, de modo que A(ABCDEFG) = 14+%fl =

No portal da OBMEP temos uma série de médulos vol-
tados ao estudo do Cdlculo em uma variavel. Grosso-modo,
essa disciplina, fundamental nas Ciéncias, é a formalizacao
de uma ideia simples e poderosa: uma solucao de wm pro-
blema ndo-linear é o “limite das solugdes aprorimantes” dos
problemas lineares correlatos. Por exemplo, aplicamos esse
principio quando dizemos que a drea de um circulo é o limite
das areas dos poligonos regulares nele inscritos. Sugerimos a
leitura do texto “De que Trata o Célculo” na referéncia [3].

Mas porque estamos falando de Célculo? Primeiro, para
que a ideia acima funcione, devemos ser capazes de resolver
os “problemas lineares correlatos”. Isso se faz, essencialmente,
na disciplina de Algebm linear, conteudo que temos estudado
e, portanto, configura-se como disciplina coadjuvante no es-
tudo do Célculo. Essa importancia é quase imperceptivel na
disciplina de Calculo I (em uma varidvel), mas é manifesta
nas disciplinas de Calculo em vérias variaveis. E, falando
nisso, chegamos na segunda razao dessa digressao.

Nessa aula, obtivemos alguns resultados que sao casos par-
ticulares importantes de teoremas consagrados do Calculo em
varias varidveis: o Coroldrio (3], caso particular da férmula da
mudanca de varidvel, e a férmula , proposicao que admite
como generalizagdo o Teorema de Green. Na referéncia [4]
vocé encontrard esses e muitos outros resultados do Calculo
multidimensional.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.
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