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Nesta segunda parte, revisitaremos os conceitos ja estu-
dados sob um ponto de vista analitico, em contraste com o
tratamento predominantemente geométrico da primeira aula.
Estudaremos uma classe especial de transformagées do plano,
as translagdes, e encerraremos com algumas aplicagoes.

1 Coordenadas

Suponhamos que um sistema ortogonal de coordenadas OXY
foi fixado no plano II. Por um ponto P arbitrario passam
as retas nas diregoes dos eixos, determinando ospontes P, e
P, em OX e OY, respectivamente. As coordenadas desses
pontos, nos respectivos eixos, chamam-se coordenadas de P:
x, a coordenada de P,, é a abscissa e y, a coordenada de
P,, ¢ a ordenada. Assim, fica definida uma correspondéncia
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biunivoca P + (z,y) entre o plano II e o conjunto R? dos
pares ordenados de niimeros reais. Escreveremos P = (z,v)
para indicar que x e y sao as coordenadas de P.

Vamos interpretar as coordenadas de um ponto em termos
de vetores (veja a discussdo anterior ao Exemplo 12 da parte
I). Sejam i e j os vetores unitdrios dos eixos OX e OY. Isso
significa que i e j tém comprimento 1, direcdo e sentido
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—
dos respectivos eixos. Portanto, i = OA,j = O?, em que
A= (1,0), B =(0,1). Utilizando a defini¢do de coordenadas
e com o auxilio da regra do paralelogramo, vemos que

Lema 1. P:(x,y)c)O?:a:-i—i—y-j.
—

Demonstragao. De fato, ﬁ = OPF; + OP,, enquanto que
a abscissa (resp. ordenada) de P é o tinico ntumero real z
(resp. y) satisfazendo OP, = z - i (resp. OP, =y -j). Dal
segue-se que P = (z,y) = O? =z -i+y-j. Reciprocamente,
se OP=xz-i+y-j, seja P = (2',y'). Da primeira parte, vale
O?:a:’-i—i—y’-j, deondevem z-i+y-j=a' -i+y -j.
Manipulando essa igualdade, concluimos que (v = ') -i =
(y' —y) - j. Como os vetores i e j tem diregoes distintas, s6

pode ser x — ' =0 =1y —y, isto é, P = (z,y). O
Y
—_— ——  ——
OP = OP, + OP,
Py ””””””””””””””” P
|
l
N . |
OP,=y-j :
j l
l
O i N P, X
OP, =z-i

Antes da préoxima defini¢do, note que, dado um vetor v,
existe um uinico ponto P no plano de modo que v = O? Se
v = AB, entdo P é o quarto vértice do paralelogramo de
lados OA e AB (veja o Teorema 8 da parte I).

Definicao 2. Dado um vetor v do plano, as coordenadas de
v 8Go as coordenadas do unico ponto P no plano satisfazendo
OP =wv. Se P = (x,y), também escreveremos v = (,y).
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Por exemplo, 0 = (0,0),i = (1,0),j =(0,1) ei+j= (1,1).

Corolario 3. v=(z,y) v=2-i+y-j

Corolério 4. v = (v,y) = ||v]| = /2% + 2[]

Teorema 5. Sejam u = (a,b) e v = (¢,d) vetores do plano.
Entao:

(a) u+v=(a+c,b+d).
(b) k-u=(ka,kb), qualquer que seja o nimero real k.

Demonstragdo. Como u = a-i+b-jev =c+i+d-j,
as propriedades das operagdes com vetores nos permitem
escrever u+v = (a+c)-i+(b+d)-je k-u = (ka)-i+(kb)-j. Mas
isso é o mesmo que u+v = (a+c¢,b+d)ek-u= (ka,kb). O

Observacdo 6. Comentamos na aula anterior que C = R?
é um espago vetorial com as operagoes usuais de adigcao e
multiplicagcdo por um nimero real. Vemos do teorema acima
que a identificacdo V 3> v  (z,y) € R2, em que x,y sdo
as coordenadas do vetor v, preserva tais operacdes. E nesse
sentido que podemos considerar’V e R? “iguais”, enquanto
espagos vetoriais.

Para os proximos resultados, denote por xp,yp as coor-
denadas de um ponto-P qualquer no plano.

Corolario 7. Seja M o ponto médio do segmento AB. Entdo

_Ta+TB _ Ya+yB
ITM=—F5 > Yym = —5—-
2 2
Demonstragao. Do Exemplo 15 da parte I, temos
— 1 —
OM = ;- (OA + OB).

As coordenadas do vetor no 12 membro sdo xas,yas. Por
outro lado, pelo Teorema 7 0 22 membro tem coordenadas
zatip % Seguem as igualdades. O

H|v|| é o médulo do vetor v. Veja a parte L.
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Dado um vetor v = Ag, podemos expressar as coordena-
das de v em termos das coordenadas dos pontos A e B. E o
que nos ensina a

Proposicdo 8. Nas notagies acima, v = (T — TA,YB — YA)-

Demonstragio. Se v = (a,b), entdo v = 07, sendo P o

ponto de coordenadas a e b. Como (ﬁ) = 1@, 0s segmentos
PA e OB tem o mesmo ponto médio (vide Teorema 8, parte
I). Do Corolério , vem “+2“ = ”“'32"’0 e bzy“ = yB;O, de
onde se conclui o desejado. O

Observacdo 9. Seja v = 1@ Da proposi¢ao-anterior e dos
Corolarios e (4)), vemos que:

(i) v=(xp—xa) i+ (yp —ya)-j
(ii) ||l = /(w5 —74)2 + (yB = ya)?-

Observacao 10. A introdugiao de um sistema de coordenadas
ortogonal no plano nos permite identificar, mutuamente, os
conjuntos II,V e C. E mais, se A €Il,u eV, z e C se cor-
respondem, bem como B € Tl,v € V,w € C, ¢é facil verificar
que

AB = llu—v|| = |z — w|. (1)

[t| = Va? + b2 é 0 médulo do nimero complexo t = a + bi.

As igualdades. em nos sugerem definir a distancia
entre os vetores u e v (resp. entre os ndmeros complexos
z ew) como ||u — || (resp. |z —wl|). Assim sendo, I,V
e C tornam-se indistinguiveis do ponto de vista métrico. E
qualquer aplicagao T : 11 — 11, uma vez interpretada como
uma aplicagio de V em V (ou de C em C), terd as suas
possiveis propriedades métricas devidamente traduzidas. Veja
a prorima secao.

2 Translacoes e isometrias

Podemos pensar em vetores como entes que transportam
pontos no plano. Na verdade, “vetor” deriva de vehere que,
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em Latim, significa “transportar”. Com esse ponto de vista,
se v = AB, convém escrever B = A+ v, ouv = B — A,
entendendo que o ponto B é o resultado do transporte do
ponto A pelo vetor v. A notacdo B = A + v também é
conveniente pela lembranca que nos traz da Proposicao :
as coordenadas de B sao as coordenadas de A ordenadamente
somadas as coordenadas de v.

Desse modo, fica definida uma aplicacao T, : IT — II, a
translagdo pelo vetor v, dada por T(P) = P + v, para cada
P e 1II. Notando que T}, o T, = T}, +,, para quaisquer vetores
u,v € V, e Tp =1d (a aplicagao identidade), vemos que cada
translacao T, é uma bijecdo com inversa T_,,.

No que segue, estabelecemos duas importantes proprieda-
des das translagoes.

1. Translacoes preservam distancias.
Querd_iz)er, se PP=P+0v,Q =Q+v, entao P'Q' = PQ.
Pois PP' = QQ' = ]@ = P'Q’, pelo Corolario 9 da parte 1.
Em particular, PQ e P’'Q’ tém mesmo comprimento. (Logo
mais, trataremos das transformacoes do plano que preservam
distdncias, as chamadas isometrias.)

2. Uma transla¢do transforma uma reta no plano nela
mesma ou numa, outra reta que lhe € paralela.
A fim de estabelecer essa propriedade, precisamos de alguma
discussao preliminar. Sabemos que um ponto e uma dire¢ao
determinam uma Unica reta. Em linguagem vetorial, se u # 0
é um vetor na direcdo da reta r que passa pelo ponto P,
entdao um ponto P no plano pertence a r se, e s6 se, PyP é
um miltiplo de w. Ou seja, P € r < PyP =t - u, para algum
escalar t. Dal, temos a equac¢do vetorial da reta r:

P=PFPy+t-u, teR. (2)

Dizemos que u, ou qualquer multiplo nao nulo de u, é um
vetor diretor da reta r. Perceba que duas retas sdo paralelas
ou coincidentes se, e somente se, admitem vetores diretores
de mesma diregao.
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A partir daqui, para demonstrar a segunda propriedade,
seja r uma reta com equacgao dada por e considere a
translacao T,,. Se Qo = Ty, (Fp), temos

Ty(Py+t-u) = (TyoThy)(Po)

- (Ttu o Tv)(PO)

= Ttu(QO)
=Qo+1t-u.

Portanto, se s é a reta de equagao Q = Qo + t - u, -acabamos
de mostrar que T, (r) = s. Como u é um vetor diretor das
retas r e s, segue-se que tais retas coincidem ou sao paralelas.

Observacao 11. Na prézima aula, classificaremos as bije¢oes
do plano que transformam retas em retas, preservando a
dire¢io (hd mais do que translagdes apenas).

Exemplo 12. Sejam ABC um-tridngulo e E o ponto no qual
a paralela a bissetriz do angulo BAC, pelo ponto médio M
de BC, corta o lado AC. Se D € AC ¢ tal que E é o ponto
médio de AD, mostre que AB =CD.

Demonstragao. Translade o tridngulo ABC por meio do
vetor v = D—1>4, obtendo o tridngulo A’B’C’ (acompanhe
na figura a seguir).. Como CD = C’A, devemos provar
que ABC’ é um triangulo isésceles de base BC’. Para isso,
basta mostrar que a bissetriz que sai de A nesse tridngulo
também € mediana. Ora, se r é a reta suporte dessa bissetriz,

entdao r é a-translacao da reta EM por % -v. Em particular,
N = M—i—% -v €r. Agora, M’ :== M + v é o ponto médio de
B’C",de onde segue que N é o ponto médio de M M’. Por
outro lado, sendo BMC’M' um paralelogramo, as diagonais
BC’" e MM’ cruzam-se ao meio, ou seja, r passa pelo ponto
médio de BC’, como querfamos. O

A seguinte observagdo se mostrara util.

Observacao 13. Toda aplicacio T : 11 — II pode ser vista
como uma aplicacio TV : V. — V, ou ainda T® : C — C
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(e vice-versa). Pois, se f(x,y) e g(x,y) sdo as coordenadas
de T(P), imagem do ponto P de coordenadas x ey, entdo
Tv(ﬁ) = OT(P) e T®(x + yi) = f(xyy) + g(x,y)i. Com o
intuito de simplificar a notacdo; denotaremos uma aplicacao
e as suas versoes pela mesma letra.

Para efeito de ilustragao, 1, torna-se uma aplicacao de
V em V (resp. C em C) definida por Ty, (u) = u + v (resp.
Ty(2) = z +w, em que w = a + bi se v = (a,b)).

Agora convém falar um pouco das isometrias do plano.

Definicdo 14. Uma'transformagio do plano (no plano) é dita
uma isometria se preserva distancias. Mais precisamente,
dizemos que T =11 — 11 € uma isometria se T(P)T(Q) = PQ,
para quaisquer P, Q € T1.

Como ja visto, translagdes sdo isometrias.

O nosso proximo teorema classifica as isometrias do plano.
Para tal, perceba que uma isometria nada mais é do que uma
funcéo f : C — C satisfazendo |f(z) — f(w)| = |z — w|, para
quaisquer z,w € C (veja as Observagoes e )

Teorema 15. Uma fungao f: C — C é uma isometria se, e
sd se, existem constantes a,b € C, com |a| = 1, tais que uma
das alternativas a sequir se verifica:
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(1) f(2) =az+Db, para todo z € C;
(i1) f(2) =azZ+Db, para todo z € C.

Numa préxima aula, interpretaremos esse resultado geo-
metricamente (veja a referéncia [4]).

Lema 16. Sejam z e w numeros complexos. Entdo:

(1) |2] = |w| e |z — 1] = |w — 1] = Re(z) = Re(w).

(77) |z| = |w| e |z —i| = |lw —i] = Im(z) = Im(w).
Portanto, em qualquer um dos casos, vale z = w ou z = w.

Demonstracgdo. Deixaremos os detalhes para o leitor. Por
exemplo, no item (i),

2Re(2) — 1 =z =]z —1]2
=lwf — Jw 1P
=2Re(w) 1.

O segundo item ¢é analogo. O

Demonstragao do Teorema . Se f é dada como no
teorema, entdo f(z)— f(w) = a(z —w) ou f(z) — f(w) =
a(z —w). Como o médulo de um nimero complexo coincide
com o modulo do seu conjugado, a multiplicatividade da
fun¢do médulo nos dé | f(z) — f(w)| = |z — w|,Vz,w € C, ou
seja, f é uma isometria. Dividiremos a reciproca em casos.

19 caso: se f(0) =0, f(1) =1e f(i) =i, entdo f =1d.
Com efeito, vale |z| = |f(2)|,|z = 1] = |f(z) = 1| e |z —i| =
|f(2) — i|, j& que f é uma isometria. Do Lema (16), com
w = f(z), vem Re(z) = Re(f(z)) e Im(2) = Im(f(2)), isto é,
f(z) ==z

22 caso: f é uma isometria arbitraria.

Seja g : C — C definida por g(z) = (f(z) — b)/a, em que b =
f(0)ea= f(1) = f(0). Como |a|] =1, é ficil ver que g ainda
é uma isometria. Mais ainda, g(0) = 0,¢(1) = 1. Afirmamos
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que g(i) = +i. De fato, como |g(i)| = |i| e |g(i) — 1| = [ — 1|,
o lema acima nos dé ¢(i) = ¢ ou g(i) =i = —i. Do 1° caso,
vemos que g é a identidade, g(z) = z, ou a fungdo conjugacao,

g(z) =Z. Sendo f(z) = ag(z) + b, conclui-se o resultado. [

Corolario 17. Sejam ABC e A'B'C’ triangulos no plano.
Entao, ABC e A'B'C’ sdo congruentes se, e somente se,

existe uma isometria T : II — II satisfazendo T(A) =
A T(B) =B ¢T(C)=C".

Demonstracido. Como isometrias preservam distancias, se
existe uma aplicagdo T' como no enunciado, entao ABC e
A’ B'C" sdo congruentes pelo critério LLL. Vejamos a reciproca.
Inicialmente, suponha A = A’. Escolhendo um sistema de
coordenadas com origem em A, os pontos B, C, B’ ¢ C’ sao
os afixos dos niimeros complexos b, ¢, b’ e ¢’ respectivamente.
Como ABC é congruente a A’B'C’; vale |b| = V|, |c| = || e

Ib—c| = [b' —¢|. Dai segue que |[=1%] e[t —1] =% —1].
Pelo Lema (|16]), temos % = %: ou g e %, isto é, % = %
ou %' = %' No primeiro caso, tome f(z) = az,a = %', e

/
no segundo, f(z) =.az,a = %. Em qualquer caso, temos

uma isometria f : C — C satisfazendo f(0) = 0, f(b) = b’
e f(¢) = ¢. Portanto, existe uma isometria transformando
ABC em A'B'C'.

Para o caso geral, seja A’B"”C"” a imagem do tridngulo
ABC pela translacao T, em que v = AA’. Do caso anterior,
existe uma isometria S do plano que leva A’B”C"” em A’B'C".
Assim, T'= S o T}, é uma isometria transformando ABC em

A'B'C. O

Com a defini¢cdo , podemos enunciar com rigor a
nocao de igualdade entre figuras planas: dizemos que F' e
F’, subconjuntos do plano, sao congruentes se existe uma
isometria T : II — II aplicando F sobre F’, isto é, T(F) =
F’. Como vimos, dois tridngulos sdo congruentes no sentido
classico se, e s6 se, sdo congruentes segundo a defini¢cao
anterior. Isso nos d& uma ideia do quao relevantes sao as
isometrias para o estudo da Geometria.
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3 Aplicagoes

Exemplo 18. Dado um poligono P = A1As... A, mostre
que existe um unico ponto G no plano satisfazendo

GA1+GAs + -+ GA, =0. (3)
G chama-se baricentro de P.

Demonstracio. Em coordenadas, a equacio (3] se expressa
como

n n
(Zx“‘i —nxga, Zy“‘i — nyg> = (0,0).
i=1 i=1

Portanto, G = ( i=1 %A , ZT:nl yA) ¢ o ponto requerido. [J

n

Sejam P = AjAsy... A, um poligono regular e O o seu
centro, isto é, O é o centro do circulo circunscrito de P. O
proximo exemplo mostrara que O é o baricentro de P.

Exemplo 19. Nas notagdes acima, vale
— —
OA1+4+ OAgy +++++0OA, =0. (4)

Solugdo. Se n = 2k-¢é par, entdo OAy4; = fO—A:, para cada
1=1,2,...,k; de onde segue .

Se n é impar, considere o poligono P’ = A1 B1A3B> ... A, B,
em que B; é o ponto médio do arco A;A;41 do circuncirculo
de Py i =1,2,...,n (Ay4+1 := A;j). Existe um real posi-
tivo A= A(n) tal que O—Ai +OAi41 =X O—Bz, para todo 1.
Portanto, pelo caso anterior aplicado a P’,
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2 LN
= <1+)\> -ZOAi.

=1
. s .
Conclui-se que Y. | OA; = 0, como querfamos. O

Relembre o seguinte resultado (cf. [1]): a mediatriz de
um segmento é o lugar geométrico dos pontos no plano que
equidistam dos extremos do segmento. Dessa proposi¢ao, segue
facilmente que as mediatrizes de um triangulo concorrem num
ponto, denominado circuncentro. Observe que o circuncentro
é o centro do circulo circunscrito ao triangulo.

Exemplo 20. Seja ABC wum tridngulo de circuncentro O.
Prove que:

(i) As alturas concorrem num ponto H, o ortocentro de
ABC.

(i4) (Euler) CH=2. O—]\>4, sendo M-o ponto médio de AB.
(iti) OH = OA + OB + OC.

Demonstragdo. Provaremos (i) e (ii) de uma vez séﬁgra
isso, defina H pela igualdade CH =2 - OM. Como OM L
AB, H ja pertence.a altura relativa ao vértice C. Para
terminar, precisamos provar que fﬁ 1 % e WI 1 jﬁ
Seréd suficiente estabelecer as igualdades Iﬁ =2 O.f’ e
BH =2- O‘ﬁ ;em que N e P sao os pontos médios dos lados
AC-eBC, respectivamente. Ora, levando em conta o Exemplo
15 da parte I, teInosCﬁ:O—zZl—l—O?eO?—i—O—fl:Q-O—]\/k
Portanto, BH = BC + CH = (B?—FO?)—!—(O—A—FO?) =
2- O—N> A igualdade ,ﬁ = 2-OP pode ser provada de modo
similar.

Quanto a (iii), j& vimos acima que C’? = O—1>4+O? Sendo
C*E)T:O?—O?, conclui-se que O?—O?ZO—A-I—O?, ea

relacao segue. O

Exemplo 21 (Euler). Seja ABC um triangulo de baricentro
G, circuncentro O e ortocentro H. Entdo, Cﬁ =2- O@, isto
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¢, O,G e H estao alinhados e G divide o segmento HO na
razao 2 : 1.

Demonstragdo. Vamos somar membro a membro as duas
igualdades(ﬁle—XlJrO?JrO?'eO:ﬁJrB?JrC@,
obtendoﬁf:i’rO@. Dali, O?—i—(ﬁ:?wO—éiCﬁ:
2. O?, c.q.d. O

Observacao 22. A reta que passa por O,G e H chama-se
reta de Euler do triangulo ABC.

Dicas para o Professor

E provavel que a sua turma ja tenha alguma experiéncia
com Geometria Analitica. Numa das vias-dessa disciplina,
utilizamos Algebra para resolver problemas de Geometria.
Parece razodvel, portanto, aceitar que ha uma relacao direta
entre “poderio algébrico” e “beneficio geométrico”. Nesse con-
texto, sugerimos, gradualmente, a utilizacdo do conjunto dos
numeros complexos como mais uma ferramenta na resolugao
de problemas geométricos. A vantagem reside na formidavel
interpretacao que a multiplicacdo de nimeros complexos pos-
sui: C 3 z — zp -z’ €.C é uma roto-homotetia, composta
da rotagdo de dngulo-arg(zp) com a homotetia de razdo |z,
ambas centradas na origem (veja [3]; falaremos de homotetias
em materiais futuros).

Nas proximas aulas, continuaremos explorando as identi-
ficagdes entre II, V e C.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetido desse material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, vol.
2. Geometria Fuclidiana Plana. 2* ed. Cole¢do do
Professor de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2013.
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2. E. L. Lima. Coordenadas no Plano. 6® ed. Colegao do
Professor de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

3. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, vol. 6.
Polinémios. 2% ed. Colegao do Professor de Matematica.
Rio de Janeiro: SBM, 2016.

4. E. L. Lima. Isometrias. 2* ed. Colecao do Professor de
Matemaética. Rio de Janeiro: SBM, 2007.
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