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1 Numeros Primos

Lembre-se de que um niimero primo é um ntmero natural
diferente de que 1 que possui como divisores apenas o nimero
1 e ele mesmo. Por exemplo, 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, ...
sao numeros primos. Um ndmeros natural que nao é primo e
¢ diferente de 0 e de 1 é chamado de composto.

Lembre-se de que um nimero inteiro é par se, e somente
se, ele é divisivel por 2. Por exemplo, 0,2,4,6,8,10,12,14,...
sdo numeros pares. E um nimero inteiro que nio. épar é
chamado de impar. Por exemplo, 1,3,5,7,9,11,13,... sao
nimeros {mpares.

Todo ntimero par diferente de 2, possui pelo menos trés
divisores positivos: 1, 2 e ele mesmo. Portanto, nao é primo.
Ou seja, garantimos que 2 é o Unico primo par. Por outro
lado, nem todo nimero impar é primo.

Usando o mesmo raciocinio, podemos garantir que 3 é o
Unico multiplo de 3 que é um nidmero primo.

Outra observacdo é que se tentamos dividir qualquer
ntmero por um numero que é maior do que sua metade
e menor do que ele préprio o resultado nao é inteiro (pois
serd um numero real entre 1 e 2). Assim, todo divisor de um
ntmero natural n diferente do préprio n precisa ser menor
ou igual a n/2.

Em geral, decidir se um dado niimero é primo é um
processo bastante trabalho (veja a segdo

Exemplo 1. Verifique quais dos nimeros abaizo sao primos:
1. 13.
2. 675.
3. 2000.
4. 211.

Solugdo. (a) 13 é primo. Para ver isso, primeiro veja que
13 é impar e que 13/2 = 6,5. Assim, basta tentar dividir
13 por cada inteiro de 2 até 6 e ver que o resultado nunca
é inteiro: 13/2, 13/3, 13/4, 13/5, 13/6.
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(b) 1675 ndo é primo. Apesar de que 1675 é um ntmero
impar, logo nao é divisivel por 2, quando buscamos por
outros divisores de 1675 tentamos dividi-lo por 3, depois 4,
depois 5... e rapidamente percebemos que ele é multiplo
de 5:

675 =5 x 135.

(¢) 2000 claramente nao é primo, pois ele é par. De fato,
2000 = 2 x 1000, logo 2000 tem pelo menos quatro. divi-
sores: 1,2,1000 e 2000.

(d) 211 é primo. Primeiro veja que 211 é fmpar e que 211/2 =
105,5. Seguindo o raciocinio do item (a), terfamos que
tentar dividir 211 por cada um dos nimeros de 2 até 105.
Isso seria extenuante. Mas ha duas coisas que podemos
fazer para simplificar essa tarefa.

Primeiro, como 211 é impar, todos os seus divisores
precisam ser impares. Isso reduz o trabalho pela metade.
Bastaria tentar dividir 211 por cada ntimero impar de 3
até 105. Ainda assim, teriamos que fazer 52 divisoes.

A segunda observacao nos ajuda muito mais. Veja que a
raiz quadrada de 211 esta entre 14 e 15, ja que

14%2 = 196 < 211 < 225 = 152,

Se tentarmos escrever 211 como um produto de dois
nimeros naturais, digamos 211 = ab, veja que pelo menos
um desses nimeros precisa ser menor ou igual a 14. Do
contrario, teriamos a > 15 e b > 15 o que resultaria em
ab > 15 x 15 = 225 > 211, o que é impossivel.

Usando as duas observagoes, concluimos que para ga-
rantir que 211 é primo basta tentar dividi-lo por cada
namero impar de 2 até 14. Ou seja observar que o re-
sultado de cada uma das divisdes a seguir nao é inteiro:
211/3,211/5,211/7,211/9,211/11,211/13.

O

A seguir destacamos a segunda observagio usada para
resolver o tltimo item do exemplo acima.
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Observacao 2. Se n é um nimero natural composto, entdo
n possui um divisor maior que 1 e menor ou igual \/n.

Demonstragado. Se n = ab onde 1 < a < b < n, entdo
n=ab>a>
Logo, a? < n, o que garante que a < \/n. OJ

Na sessdo seguinte usaremos esse tipo de ideia para cons-
truir uma lista de todos os nimeros primos menores ou iguais
a um dado valor.

2 Eratdostenes

Eratostenes foi um estudioso que viveu no séeulo III a.C.
Nasceu em Cirene, na Africa, e morreu em Alexandria, na
Grécia.

Nesta época nao havia uma distin¢ao clara entre Ma-
temédtica, Fisica, Filosofia e outras ciéncias. Assim, era muito
comum que um estudioso tivesse trabalhos em diferentes areas.
Porém, Eratoéstenes se destacou bastante em conseguir traba-
lhar numa quantidade de dreas maior do que o usual, ficando
conhecidos por seus trabalhos como matematico, astronomo,
geodgrafo, fildsofo, poeta, gramatico e bibliotecario. Na drea da
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Matematica uma de suas famosas contribuicgoes foi a de esti-
mar com precisao a circunferéncia da Terra (um dos primeiros
a conseguir este feito).

Outra grande contribuicdo foi seu famoso crivo, usado
para calcular todos os ntimeros primos menores ou iguais a
um dado valor. Este crivo é bastante eficiente e usado até os
dias de hoje.

A palavra “crivo” refere-se a um utensilio que é usado para
separar impurezas (areia, palha) de graos (cereais). Ou seja,
é essencialmente uma peneira. Assim, o crivo de Eratéstene
recebeu esse nome por se tratar de um método que separa
numeros primeiros dos demais.

3 O Crivo de Eratostenes

Comecamos escolhendo um nimero-natural n. Por exemplo,
n = 56. Agora, listamos todos os ntimeros de 1 a 56 em
um quadro. Nosso objetivo é determinar quais sdo todos os
nimeros primos de 1 até 56.

112134 |56 7]8

9 11011 (12|13 |14 |15 16

17118 1191202122 |23 |24

25126 | 271282930 (31|32

33(134(35|36|37|38|39 |40

41 142 (43 | 44 | 45| 46 | 47 | 48

49150 | 51|52 |53 |54|55|56

Uma possibilidade seria testar cada um desses ntimeros,
como fizemos com os nimeros no exemplo da primeira se¢ao.
Mas isso geraria bastante trabalho duplicado, além de muitas
contas de divisao.
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Ao invés de fazer isso, o crivo de Eratéstenes faz um
processo de eliminacao, onde em cada passo descartamos da
tabela alguns ntimeros que temos certeza que sao compostos.
Fazemos isso véarias vezes de um modo bem especifico para
que, ao final do processo, tenhamos certeza de que os nimeros
que sobrarem sejam todos primos. Uma vantagem do método
é que trabalhamos apenas com multiplica¢do (ndo sendo
necessario efetuar divisdes ou a operacao de raiz quadrada).

Primeiro, descartamos o niimero 1, que nao é primo. E
marcamos o nimero 2, que sabemos que é primo.

1|23 [4|5]6]|7]|38

911011 (12|13 |14 |15 16

17 |18 119 (20| 21|22 23| 24

25126 |27128(29|30| 31|32

33|34 |35|36+37(38 39|40

41 142 |43 |44 | 45| 46 | 47 | 48

49 | 50 |'51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56

Em seguida, observados que todos os multiplos de 2 (ex-
ceto o préprio 2) sdo compostos e descartamos todos eles.

112|345 |6|7]|8
9 | 1|11 |12 |13 | 14|15 | 16
17|18 19 | 26| 21 | 27| 23 | 24
25 | 26| 27 | 26|29 | 307| 31 | 32
33 34|35 | 36|37 | 36|39 | 40
A1 | 47| 43 | 44 | 45 | 46| 47 | 48
49 | 56°| 51| 52| 53 | 54| 55 | 56
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O primeiro nimero da tabela que ainda nao foi riscado
é ntimero 3, que claramente é primo. Agora, marcaremos o
ntmero 3 como primo e descartaremos da tabela todos os
demais multiplos de 3 (que sdo compostos).

Y123 |4A4|5|87|8
g | x| 11| 7|13 | 4|15 | 6
17 | 18|19 | 20| 21| 27| 23 | 24
25|26 | 272829 | 30| 31| 37
333413536 | 37| 38|39 | 40
41 | 47| 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 | 560 | 57 | 52| 53| 54 | 55| 56

Vemos acima que, o proximo numero da tabela que ainda
nao foi marcado como primo e nem foi descartado é o 5. Con-
cluimos que 5 é primo e descartamos todos os seus multiplos.

Y123 A5 8|73
g |0 [ 11 | 17|13 | M4 | 15 | 16
17 | 1819 |20 | 21| 27 | 23 | 24
25|26 | 27 | 28|29 | 30| 31| 32
38| 34|35 | 36|37 | 38|39 | 40
A1 | 47 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | &8
49 | 50 | 51 | 52| 53 | 54 | 55 | 56

O préximo niimero nao marcado é o 7. Vamos analisar
com mais calma o que estd acontecendo. Como nos casos
anteriores concluimos que 7 é primo. O motivo disso é que, a
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essa altura, todos os miltiplos de todos os niimeros primos
menores do que 7 ja foram eliminados da tabela. Como o
7 sobreviveu até aqui, ele ndo possui nenhum divisor primo
menor do que ele. Portanto, ele é primo.

Como de costume, procedemos eliminando da tabela todos
os muiltiplos de 7, que sao maiores do que o préprio 7, ou
seja, TX 2, 7x3,7Tx4,7x5 7Tx6,7x7e7x38. (Veja
que 7 X 9 > 56, logo ndo precisa ser considerado). Mas veja
ainda que poderiamos comegcar a fazer isso a partir do niimero
7 x 7, ignorando os multiplos menores. Isso porque, todos os
ndimero da forma 7k onde k estd no conjunto {2, 3,4,5,6} ja
foram eliminados anteriormente, pois nos passos anteriores
ja eliminamos da tabela todos os multiplos‘de 2, de 3, de 4
(pois estes também sdo multiplos de 2), de 5.e de 6 (pois estes
sdo multiplos de 2 e de 3).

Assim, neste passo, basta eliminar os nimeros 7 X 7 = 49
e 7 x 8 = 56, sendo que o segundo também ji havia sido
eliminado (por ser multiplo de 2).

Y1203 [A|5]|68|7]8
g | 2011|227 | 13 | 34 | 35 | 16
171 1819 (20 | 21| 27| 23 | 24
25| 26| 27| 28| 20 | 30| 31 | 37
35| 34| 35| 36| 37| 38 | 39 | 40
A1 | 47 | 43 | 44| 45 | 46 | 47 | 48
49| 50| 51| 57| 53 | 54 | 55 | 56

Finalmente, o préximo ntimero da tabela que ainda nao
foi eliminado é o ntimero 11 (veja que 9 é {mpar, mas j4 foi
eliminado, por ser multiplo de 3). Assim, 11 é declarado como
primo. O préximo passo seria eliminar os multiplos de 11.
Mas conforme discutido no passo anterior, podemos comecar &
partir do niimero 11 x 11, pois ja sabemos que todos miiltiplos
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da forma 11k onde k € {2,3,4,...,10} j4 foram eliminados
(ou sequer estao na tabela). Contudo, 11 x 11 = 121 > 56.
Logo, nenhum nimero novo sera eliminado ao continuar o
processo.

Com isso, todos os numeros da tabela que ainda nao foram
eliminados podem ser declarados como primos!

12345 |g|7]|¢8
9|20 | 11 | 17|13 | 34 | 35 | 16
17 |8 19 |20 | 21 |22 |23 | 24
25|26 | 27 | 28|29 | 30| 31 | 32
33| 34|35 |36 |37 |38 |39 | 40
A1 | 47| 43 | aa | 45| 46| 47 | 48
49| 50| 51| 52| 53 | 54 | 55 | 56

Concluimos que todos os niimeros primos de 1 até 56 sao:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41, 43,47, 53.

Resumo: Se quisermos aplicar o crivo de Eratéstenes
para uma tabela maior basta seguir o procedimento:

Comecgamos da. mesma forma que fizemos no exemplo
acima, eliminando-o ntmero 1, marcando 2 como primo e
eliminando todos os nimeros pares maiores do que 2. Em
seguida, em cada passo, definimos p como o menor nimero da
tabela que ainda nao foi eliminado e declaramos p como primo.
Se p?'é maior do que o maior niimero da tabela, encerramos
o processo e declaramos todos os ntmeros que ainda nao
foram eliminados como primos. Caso contréario, eliminamos
da tabela todos os multiplos de p maiores ou iguais a p2.
Feito isso, olhamos para o préximo ntmero depois de p que
ainda néo foi eliminado e continuamos o processo.
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4 Leitura complementar

Do ponto de vista da teoria da computagao, o problema
de decidir se um ntmero dado é primo (ou ndo) pode ser
resolvido em um tempo razoavel. Com isso, queremos dizer
que existem métodos (algoritmos) avangados para isso. O
primeiro método deterministico comprovadamente eficiente
(que demora um “tempo polinomial na quantidade de digitos
do niimero’) foi descoberto em 2002 pelos indianos Manindra
Agrawal, Neeraj Kayal e Nitin Saxena, sendo conhecido-como
o algoritmo AKS de primalidade (note que A, K.e S sao as
iniciais de seus sobrenomes).

De toda forma, quando o nimero é composto, surpreen-
dentemente, apesar do método acima conseguir afirmar com
toda certeza que o nimero é composto, ele nao é capaz de cal-
cular os fatores do nimero de forma rapida. Essa ineficiéncia
em encontrar divisores grandes de ntimeros grandes, mesmo
com o uso de computadores super poderosos, faz com que
seja possivel criar certos métodos de criptografia, onde uma
mensagem é codificada e 86 pode ser lida por usuérios que
possuem uma chave (senha).

Para computadores, niimeros como 17.572.687, que pos-
suem 8 algarismos ainda sdo considerados muito pequenos.
Quando falamos aqui em “ntmero grandes” pensamos em
numeros com pelo menos 100 algarismos. Nessa faixa, o pro-
blema de fatoracdo ja é impraticavel computacionalmente, ao
ponto de que mesmo os computadores mais rapidos existentes
levariam mais do que a idade do Universo para resolvé-lo.

O maior nimero primo conhecido (até hoje, margo de

2023) 6
282.5894933 1.

Ele possui 24.862.048 algarismos (na nota¢ao decimal) e é
chamado um primo de Mersenne, pois é da forma 2P — 1 onde
p também é um nimero primo. (Cuidado: nem todo nimero
dessa forma é primo; por exemplo, 2!* —1 = 2047 é composto,
uma vez que 2047 = 23 - 89.)
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Dicas para o Professor

Este material complementa o da aula anterior e pode
ser feito dentro da série de encontros sobre divisibilidade.
Sozinho, ele pode ser feito de maneira relativamente rapida,
nao tomando todo o tempo de uma aula de 50 minutos.
Entretanto, é importante que o professor faca exemplos com
bastante cuidado, no quadro-negro, ilustrando o crivo de
Eratostenes passo a passo.

As sugestoes [1], [2] e [3] de leitura complementar a-seguir
contém muito mais sobre primos. A sugestdo [4] é uma ficcao
interessante sobre um matematico aficcionado por niimeros
primos.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdatica Elementar, Volume
5: Teoria dos Numeros, terceira edicao. Rio de Janeiro,
Editora S.B.M., 2022.

2. E. de Alencar Filho. Teoria Elementar dos Nimeros. Sao
Paulo, Nobel, 1989.

3. J.H. Conway, R.K. Guy. O Livro dos Numeros. Lisboa,
Gradiva, 1999.

4. A. Doxiadis. Tio Petrus e a Conjectura de Goldbach. Sao
Paulo, Editora3d4, 2001.
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