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1 Contagem recursiva

A ideia geral por tras de uma contagem recursiva ou por re-
cursdo é a seguinte: desejamos contar o nimero de elementos
de um conjunto A,,, formado pro meio de alguma regra es-
pecifica em funcao do natural n. Comegamos denotando esse
nimero de elementos por a,; em seguida, utilizamos a regra
de formagao do conjunto A,, para obter uma relagao de re-
corréncia para a sequéncia (a,)n>1, isto ¢, uma relagédo do
tipo

an = F(ai,...,an_1,n), (1)

para alguma funcdo de n varidveis F'; finalmente, a partir
dessa relagao de recorréncia, usamos argumentos de Algebra
ou Calculo para explicitar a,, em funcao de mn.

Para ilustrar a implementacao das duas etapas.acima (ob-
ter uma recorréncia da forma (I])e, em seguida, encontrar
ay, em fungao de n), colecionamos, a seguir, alguns exemplos
simples de contagem recursiva, a comegar pela contagem re-
cursiva do ntimero de subconjuntes de um conjunto finito.

Exemplo 1. Calcule o nimero de subconjuntos do conjunto
A = {a,b,c,d, e} admitindo sabido que o conjunto A" =
{a,b,c,d} possui exatamente 16 subconjuntos.

Solugao. Se B for um subconjunto de A, entdo ha duas
possibilidades para B: ou e € B ou e ¢ B. Analisemos esses
dois casos separadamente:

i. e/¢ B: mnesse caso, B também é um subconjunto de
A’. Como estamos supondo conhecido que A’ tem 16
subconjuntos, havera 16 possibilidades para B.

il. e € B: nesse caso, B\ {e} é um subconjunto de A’. (Por
exemplo, se B = {a,b,d, e}, entdao B\ {e} = {a,b,d} que
é um subconjunto de A’. Entdo (novamente assumindo
que A’ tem 16 subconjuntos), haverd 16 possibilidades
para B\ {e}, logo, também 16 possibilidades para B.
(Por exemplo, uma das possibilidades para B\ {e} é que
seja B\ {e} = {a, b, c}; nesse caso, B = {a,b,c,e}.)
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Dessa forma, o total de possibilidades para B é 16 + 16 =
32 =25, O

Veja que o fundamental, no argumento acima é que cal-
culamos o numero de subconjuntos de A = {a,b,c,d, e} re-
correndo ao numero de subconjuntos de A’ = {a,b,c,d} (e
supondo que ja conhecfamos tal nimero de subconjuntos). O
préximo exemplo lida com o caso geral do exemplo anterior.

Exemplo 2. Se A ¢ um conjunto com n elementos, prove que
A tem exatamente 2" subconjuntos.

Prova. Paracadam € N, seja a,, o nimero de subconjuntos
de um conjunto com m elementos.

Se o conjunto A do enunciado tiver 1 elemento, digamos,
A = {z}, entdo A terd exatamente dois'subconjuntos: 0 e
{z}; assim, a1 = 2.

Suponha, agora, que n > 1€ A tem n elementos, logo,
a,, subconjuntos. Fixado um elemento x € A, ha dois tipos
de subconjuntos de A: os que contém &€ os que ndo contém
x (aqui, o elemento z faz o papel de e, no exemplo anterior).
Analisemos essas duas possibilidades separadamente:

i. © ¢ B: nesse caso, B C A e x ¢ B garantem que, de
fato, B C A’, em que A’ = A\ {z}. Como o conjunto A’
tem n — 1 elementos, ele tem exatamente a,,_1 subcon-
juntos. Como B pode ser qualquer um deles, ha a,_1
possibilidades para B.

il. x € B: nesse caso, B C A e x € B garantem que
B\ {z} ¢ A\ {z} = A’. Como o conjunto A’ tem
n — 1 elementos, ele tem exatamente a,_1 subconjun-
tos; portanto, ha a,_1 possibilidades para B\ {z}, logo,
an—1 possibilidades para B (basta colocar o z de volta

em B\ {z}).

Contabilizando os dois tipos acima de subconjuntos de A,
concluimos que

apn = Qp—10n—-1 = 2an—17
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para todo n > 1. Isso garante que a sequéncia (an)n>1 €
uma progressao geométrica (PG) de termo inicial a3 = 2 e
razao 2. Portanto, a férmula para o termo geral de uma PG
da

an =ap - 2"t =2m

O

Comparando a solugao do exemplo anterior com aquela
do exemplo [Il percebemos que a diferenga fundamental é
que, no primeiro exemplo, ja sabifamos que A’ tinha 16 sub-
conjuntos, ao passo que, no exemplo anterior, calculamos o
nimero de subconjuntos de A em fun¢ao do nimero de sub-
conjuntos de A’. Isso fez com que, em vez de deduzirmos
imediatamente que A tem 16 + 16 = 32 subconjuntos (como
no primeiro exemplo), concluimos apenas que A tem o dobro
do nimero de subconjuntos de A’ (a;, = 2a,_1). A partir
desse ponto, a Combinatdria acaba, e a Algebra entra em
acao para deduzir que a,, = 2™.

Tanto quanto saibamos, a primeira situagao-problema
que demando uma estratégia recursiva para ser resolvida
foi o célebre problema de Fibonacci, assim nomeado em
relagdo ao matematico. italiano do século XII Leonardo de
Pisa, também conhecido como Fibonacci.

Exemplo 3 (problema de Fibonacci). Suponha que um casal
de coelhos estd apto a gerar descendentes quando completa
dois meses de vida, gerando, entdo, um mnovo casal de co-
elhos a cada més. Se, em um ambiente isolado, tivermos
inicialmente um casal de coelhos recém-nascidos, quantos ca-
sais teremos apos 12 meses, admitindo que ndo terd havido
mortes de coelhos?

Solugao. Denotemos por F,, a quantidade de casais de coe-
lhos apds n meses.

Uma vez que o primeiro casal de descendentes s6 nasce
no inicio do terceiro més, temos F; =1 e Fp, = 1.
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Para calcular F5 (a quantidade de casais de coelhos apés
3 meses), veja que ele consiste de Fy (pois o casal de co-
elhos contabilizado apds dois meses continuarao existindo),
somado a F; = 1 (pois o casal inicial gerou um novo casal
apés dois meses). Assim, F3 = Fy + Fy = 2.

Da mesma forma, para calcular Fy (a quantidade de ca-
sais de coelhos apds 4 meses), veja que ele consiste de F3
(pois os casais de coelhos contabilizados apds trés meses con-
tinuardo existindo), somado a F» = 1 (pois o casal que existia
apds dois meses gerou um novo casal apdés mais dois meses).
Assim, Fy = F3+ F, =24+1=3.

Mais geralmente, consideremos, agora, a quantidade Fj,
de casais existentes apds n meses, com n' > 3. Ha duas
possibilidades para um tal casal: ou ele ja existia apds n — 1
meses, ou ele nasceu no mes n.

O primeiro caso corresponde, por definicdo, a um total
de F,,_1 casais de coelhos (que continuarao existindo apds n
meses).

No segundo caso, o casal de coelhos nascido no més n
descende de um dos casais que ja existiam apds n — 2 meses;
reciprocamente, cada um dos casais que ja existiam apés n—2
meses gera um casal de descendentes que sera contabilizado
apds 0 més n. Assim, o nimero de casais de coelhos nascidos
no meés n coincide com o-numero de casais de coelhos que
existiam apds n — 2 meses, ou seja, é igual a F;,_o.

Portanto, a quantidade de casais de coelhos apds n meses
é igual a_quantidade de casais de coelhos apés n — 1 meses,
somada-a quantidade de casais de coelhos apds n — 2 meses.
Em simbolos;

Fn :Fn—1+Fn—27

para todo n > 3.
Veja que o enunciado pede para calcularmos Fis, 0 que
pode ser feito, agora, sem dificuldade:

Fs=F,+F;=3+2=5;

Fs=F5+F;=5+3=8;
F7:F6—|—F5:8—|—5:13,
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Fy = Fr + Fy = 13+ 8 = 21;
Fy = Fy + Fy = 21 + 13 = 34;
Fig = Fy + Fs = 34+ 21 = 55;
Fiy = Fio + Fy = 55 + 34 = 89;
Fio = Fi1 + Fip = 89 + 55 = 144.
|

Nas notagoes do exemplo anterior, a sequéncia (F,)n>1
é conhecida como a sequéncia de Fibonaccie F, é o n-
ésimo ntiimero de Fibonacci.

O exemplo anterior também deixa clara a importéncia de,
partindo de uma recorréncia geral (), dispormos de técnicas
para calcular a,, em fungao de n. Por exemplo, imagine que
quiséssemos calcular (ou pelo menos estimar), no exemplo
anterior, a quantidade de casais de coelhos apds 100 meses.
O trabalho néo seria mais tao simples . ..

Nesse sentido, a titulo/de curiosidade, observamos que

1 ((145) [1-v5\"
neg (5 (5)) @

para todo n > 1 A partir dai, observando que /5 2 2,24,

1+‘[ =1,62¢ ‘[ = —0,62, podemos estimar

‘ '_\

Fyoo = (1,6 > (2,56Y° = (2,56)"

2,2

(N

2,56

3

que é um ndmero imenso!

No que segue, veremos mais alguns exemplos interessan-
tes, o primeiro dos quais ja conhecido por outros métodos.

Exemplo 4. Calcule, em func¢do de n, o numero de diagonais
de um poligono convexo de n > 3 lados.
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Prova. Denote por a,, o nimero de diagonais de um poligono
convexo de n lados, e observe que az = 0 (uma vez que um
tridngulo tem 0 diagonais).

Para obter uma recorréncia envolvendo a,,, comparemos
as quantidades de diagonais de poligonos convexos de k e
k + 1 lados, para um certo inteiro k > 3.

Para tanto, seja AjAs ... AxAki1 um poligono convexo
de k + 1 lados (acompanhe na figura [IJ).

A1

App1

Figura 1: contando recursivamente as diagonais de um poligono
convexo de k + 1 lados.

A diagonal A; Ay o divide em dois poligonos: o tridngulo
A1 A Aky1 e o poligono de k lados AjAs...Ag. Observe,
agora, que as diagonais de A; Ay ... A Agy1 sdo de um, den-
tre trés tipos possiveis:

(1) AlAk;
(ii) diagonais de A1 Ay... Ag;
(iii) as diagonais A;Ag4+1, para 2 <i <k — 1.

Como hé ay, diagonais do tipo (ii) e & — 2 diagonais do
tipo (iii), concluimos que A;As ... ApAry1 tem exatamente
1+ ar + (k — 2) diagonais. Assim, obivemos a recorréncia

Ap4+1 = Qi + (k — 1),

valida para todo k < 3.
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Para obter a,, em funcao de n, escreva a recorréncia acima
para k = 3,4,...,n — 1,n, obtendo

as =az+ 2
as = ag + 3

Up—1 = Gp—2 + (n —3)
ap = Ap-1 + (n—2).

Somando as igualdades acima membro a membro e recor-
dando que ag = 0, ficamos com

(as+as+...+an—1)+a, =
=(aatas+...+apn-1)+2+3+ .2+ (n=3)+(n—2)).

Por fim, cancelando a parcela.as+as+ ...+ a,_1 em am-
bos os membros da igualdade acima e aplicando a férmula
para a soma dos termos de-uma progressao aritmética, che-
gamos finalmente a

an=24+34+...+ (n=3)+ (n—2)
2+ (n—2)](n-23)
2
n(n—3)
L

O
Os dois tltimos exemplos sdo um tanto mais desafiadores.

Exemplo 5 (Olimpiada Soviética). Em um plano, sdo dadas n
retas em posicao geral, isto €, tais que nao hd duas paralelas
nem trés passando por um mesmo ponto. Calcule o nimero
de regioes em que o plano fica dividido por tais retas.

Solugao. Suponha que, ao tragarmos no plano m retas em

posicao geral, o mesmo fica dividido em a,, regioes.
Partindo de k retas em posi¢ao geral (e, portanto, de ag

regides), tracemos uma reta a mais, digamos r, de tal modo
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que as k + 1 retas resultantes também estejam em posigao
geral.

Como r intersecta as k retas anteriores em k pontos dis-
tintos, concluimos que r fica dividida em k+ 1 intervalos por
esses k pontos.

Cada um desses k + 1 intervalos em que r fica dividida
corresponde a exatamente uma regiao que r atravessa, dentre
as ay, regioes que ja tinhamos. Ao atravessar uma tal regiao,
r a extingue, dividindo-a em duas novas regioes. Portanto, r
extingue k + 1 regides e gera 2(k + 1) regides.

Assim, descontando das aj, regides iniciais as regioes ex-
tintas e, em seguida, adicionando as regioes geradas, obtemos
a recorréncia

ary1 =ap— (E+1)+2k+1)=ap+(k+1).

Por fim, para obter a, em fungao de n, note primeiro
que a1 = 2 (uma reta divide o plano-em duas regides); em
seguida, argumente como no‘exemplo anterior, para obter

as = aq + 2

asz = as + 3

Up—1 = Gn—2+ (n—1)

Qp = Ap—1 + N,
logo,

(a2 +as+ ...+ an_1)+ay, =
=a1+ (a2+azs+...+an_1)+(2+3+...+n)

e, dai,
an=a1+24+3+...+n)
=24+ 24+3+...+n)
=14+(1+2+3+...4+n)
2
O
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Exemplo 6. O jogo da Torre de Handi consiste de trés
hastes iguais de madeira, coladas verticalmente ao tampo de
uma mesa, juntamente com uma pilha de n discos de tama-
nhos dois a dois distintos, todos tendo um buraco no centro,
através do qual eles podem deslizar ao longo das hastes. A
figura [A mostra a configurac¢ao inicial do jogo para n = 5,
com todos os discos empilhados na haste mais a esquerda, do
menor disco (no topo) para o maior disco (na base) da pilha.
O objetivo do jogo é mover todos os discos para a haste mais
a direita, possivelmente com a ajuda da haste central e obede-
cendo a sequinte regra: em nenhum momento, um disco pode
ser colocado acima de um disco menor, em qualquer. haste.
Para n geral, seja a, o menor numero de movimentos ne-
cessdrios para terminar o jogo. Mostre que:

(a) ax+1 = 2ar + 1, para todo k € N.

(b) an, =2" —1, para todo n €'N.

Figura 2: o jogo da Torre de Handi.

Prova. Para o item (a), assuma que temos k+ 1 discos empi-
lhados na haste mais a esquerda. Obviamente, precisamos de
a0 menos aj movimentos para empilhar os k primeiros discos
na haste central; um movimento extra desloca o disco maior
(que tinha ficado na haste mais & esquerda) para a haste mais
a direita; finalmente, ao menos a; movimentos adicionais sao
necessarios para mover os k discos da haste central para a
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haste mais a direita. Isso totaliza ap + 1 + ar = 2ax + 1
movimentos, de forma que

k41 = 2a + 1.
Para o item (b), note que, por (a),
ak+1+1=2a, +2= 2(6Lk + 1)

Portanto, a sequéncia (by)n>1 definida por b, = a, + 1 é
uma PG de razao 2, de forma que

by, = by - 2771,

Por fim, substituindo b, = a, + 1 e levando em conta que
ap = 1, obtemos
an +1=2.2"71

logo, a, = 2™ — 1. O

Comentario sobre combinagoes simples via recursao

Dicas para o Professor

Esse material foi parcialmente baseado na secao 1.3 da
referéncia [2]. L4, bem-como na referéncia [4], o leitor pode
encontrar cursos completos de Combinatéria bésica e, em
particular, muitos outros exemplos interessantes de conta-
gens recursivas.

A fim de tornar este material autocontido, ilustramos a
estratégia‘de contagem recursiva com exemplos que ou nao
exigiram calcular a,, em funcdo de n (a partir de uma relagao
de recorréncia como [I]) ou foram tais que a tarefa de calcu-
lar a, em fungao de m necessitou somente de argumentos
algébricos muito simples.

Isso nem sempre é assim; por exemplo, as referéncias [2] e
[4] dedicam um espaco considerdvel ao estudo de técnicas es-
pecificas para obter a,, a partir de n, partindo de uma relagao
de recorréncia como (D). A esse respeito, veja também o
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capitulo 4 de [1] e o capitulo 9 de [3]. Em particular, (2] é
deduzida (por métodos distintos) tanto no capitulo 4 de [1]
quanto no capitulo 3 de [2].

O contetdo aqui reunido pode ser apresentado em duas
sessoes de 50 minutos cada.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdépicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais, segunda edigao. ~Rio de Ja-
neiro, SBM Editora, 2013.

2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 4: Combinatoria, terceira edicao. Rio de Janeiro,
SBM Editora, 2024.

3. A. Caminha. Tdpicos de-Matemdtica Elementar, Vo-
lume 6: Polinomios, segunda edicao. Rio de Janeiro,
SBM Editora, 2016.

4. J. Plinio de O. Santos et al. Introducao a Andlise Com-
binatdria, quarta edigao. Rio de Janeiro, Ciéncia Mo-
derna, 2007.

http://matematica.obmep.org.br/ P.11
matematica@obmep.org.br



	Contagem recursiva

