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Neste material, resolveremos problemas variados relaci-
onados ao teorema do confronto (também conhecido como
teorema do sanduiche).

1 Exemplos

Vamos lembrar do seguinte fato: cada nimero real x se
expressa, de forma dnica, como x = |x| + {z}, em que |x]
é um nidmero inteiro, chamado a parte inteira de z e {x}
é um nuimero real do intervalo [0,1), denominado a parte
fracionédria de . Em particular, vale |z] <z <|z|+1, de
sorte que

r—1<|z] <z

Exemplo 1. Dados os nimeros reais positivos.a € b, calcule

2]
lim — = |.
x—0 €T

Solugao. Como % -1< L%J < g, podemos escrever, para
x>0,

T b T, b T b
(=)< —-]|—-]| < ==
a(x ) aLxJ*aﬂc
ou, ainda,
b b b
»x<xH§. (1)
a a alzx a

Sendo lim,_.q (g — 2) = 3 =lim,_,q g, segue-se do teorema
do confronto que lim,_,g+ %L%J existe, com

T {bJ b
Iim — |—| = —.
z—0t a | X a

~ ~ 1. 21 b b 4 s
A demonstracdo da relacao lim,_,q- ba 2] = 2 & similar,

de modo que lim,_ %Lg] existe e vale 2 O

No préximo exemplo, calcularemos, com o auxilio do
teorema do confronto, o limite no infinito de uma fungéo real
a = a(n), definida no conjunto N dos nimeros naturais. Em
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verdade, uma funcdo a : N — R chama-se uma sequéncia
de ndmeros reais, e costumamos indicar o valor a(n) por
an. Desse modo, podemos denotar a sequéncia a : N — R
simplesmente como (a,)nen. Entre os exemplos familiares de
sequéncias estao as progressoes aritméticas e as progressoes
geométricas.

Exemplo 2. Seja (ap)nen uma progressao aritmética cres-
cente, de razio r. Se p(n) é o nimero de termos a,, que sGo
menores que ou tquais a N, Mostre que
lim pi(n) = 1

n—+4oo M r ’
Solugao. Como a progressao é crescente, temos r > 0. Por
hipétese, vale a, = a1 + (n — 1)r, para cada n natural. Pela
defini¢do do indice p(n), temos a,(,) <M. < @p(ny41, de sorte
que

a; + (p(n) — 1)r <m < ay+ p(n)r.

Multiplicando as desigualdades acima por i e rearranjando

seus termos, obtemos

para qualquer niimero natural n > 1.
Levando em conta-a igualdade lim,—, 1 % =0, as regras
aritméticas para limites nos dao

1 1 1 1 1
lim <—“1> == lim [— (1—“)} (3)
n—+o0o \ T rn r n—+oo | 1 r)n

Por e , o teorema do confronto implica o resultado
p(n) _ 1 0

desejado, isto ¢, lim,, 400 = .

Observacao 3. Nas hipdteses do exemplo anterior, se cada
an, € um numero natural, podemos interpretar a relacdo
limy, 400 @ = % da sequinte forma: escolhendo aleato-
riamente um numero natural de 1 até n, a probabilidade
desse numero ser uwm termo a,, da progressao aritmética é€,

assintoticamente, igual a 1/7.
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Antes do proximo exemplo, devemos enunciar um resul-
tado muito util sobre limites. No que segue, se x = z(u)
for uma funcdo da varidvel u, escreveremos “r — a,x # a,

quando u — wuo” se valer lim z(u) = a, com z(u) # a,
u—uUQ

para todo u (pertencente ao dominio da fungdo = = z(u))
suficientemente proximo de ug e diferente de ug. Por exem-
plo, quando u — 0, temos que z = u?> — 0 (com z # 0,
uma vez que u # 0); da mesma forma, quando u — 7, te-
mos que ¢ = cosu — —1 (com = # —1 quando u estiver
suficientemente préximo a ).

Teorema 4 (Mudanca de Varidvel no Limite). Suponha que
exista L = il_)ma f(x), e seja x = x(u) uma funcdo da varidvel
u, tal que, * — a quando u — ug. Se, para u suficientemente
prérimo a ug, tivermos sempre xr # a, entdo, também vale
que lim f(xz(u)) = L.

u—ug

Prova. A demonstracio segue-da definigdo de limite. Dado
e > 0, existe n > 0 de tal modo que, para cada x no dominio
da funcao f, vale

O<|z—a|l<n=|f(z)-L|l<e. (4)

Por outro lado, nossas hipoteses garantem a existéncia de
& > 0 com a seguinte propriedade: se v é um ponto no
dominio da funcao = = x(u), entao

0<|u—wuol <d=0<]|z(u)—al <n. (5)

Portanto, das férmulas (4)) e (5]) segue que, para u no dominio
de z = z(u), vale

0<|u—wu| <d=0<|f(z(u)—L|<e.

Isso estabelece a igualdade desejada, ILm flz(w)=L. O
U—UQ

Observacao 5. Com adaptacdes naturais, o teorema acima
continua vdlido para limites laterais, limites no infinito ou,
ainda, se L = +o00. Sugerimos que vocé pause a leitura por
um momento e convenca-se da validade dessa afirmacao.

http://matematica.obmep.org.br/ P.3
matematica@obmep.org.br



Exemplo 6. Seja f: (0,+ o0) — (0, + 00) uma fungio cres-
cente. Se limg s o f((i)) 1, prove que limg,_, 4 o f;gf)) =1,

para todo natural n.

Solugao. Dado um ntmero natural m, afirmamos que

o f2Mu)
A TRy, T

De fato, fazendo x = 2¥'u, k € N, temos x — +00 se
u — 400, de modo que, pela hipétese, o teorema da mudanca
de variavel no limite garante que lim M = 1.
g q U400 FRF—Ty)

A afirmagao segue, entdao, da regra do limite do produto,
multiplicando as m igualdades obtidas a partir da relacao
anterior quando k =1, k=2, ..., k=m

Agora, dado um nimero natural n, escolhemos m € N
satisfazendo n < 2™. Dai, para cada real positivo z, temos
x < nx < 2™z, de modo que f(z) < f(nz) < f(2™z), pois

f ¢é crescente. Portanto, vale 1< ff((nxx)) < f?(Zf), para

todo ntimero real positivo . Como lim,_, ;o * (f(m) 2 1=
lim, , 1. 1, 0 teorema do confronto garante a existéncia de

limg s 1 oo f((gg)), com limy 400 f)fz?)) =1. ]

Exemplo 7. Para cada numero real positivo t, o grifico da
fungao quadrdtica fi(z) = %xz + h(t)x + | sent| situa-se no
semiplano fechado. superior do plano cartesiano. Mostre que
lim; o+ h(t) =0.

Solugao. Como o grafico da fungdo quadratica f; intersecta
o0 eixo das abscissas em no maximo um ponto, o discriminante
Ay = [h(t)]? - 4% deve ser ndo positivo. Portanto, para
cada t > 0, vale

d

0 < h(t)? < 4l 6
< h(t)” < N (6)
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Como

sent sent
lim 4| | =4 lim Vt-
t—0t \/E t—0t
sent
=4 lim V¢ lim
t—0+ t—0+ ¢

=4.0-1=0,

as desigualdades em @ e o teorema do confronto garan-
tem que lim,_,o+ h(t)? = 0. Com essa relagio em mente,
provaremos agora que lim; .o+ h(t) = 0, utilizando a de-
finicdo de limite. Com efeito, dado ¢ > 0, existe.§ > 0
tal que 0 < t < § = h(t)? < % mas isso implica que

0<t<d=|h(t)] <e, como queriamos. O
Exemplo 8.
i) Se a > 0, mostre que lim {/a = 1.
n—-+oo
it) Dados k € N e nimeros reais positivos ay,az, . . . ,ax, cal-

cule lim ¥/al+al +---+al.
n—>+oo\/1 2 k

Solugao. i) Vamos comegar supondo a > 1. Se 0 < y < z, a
fatoragéo xn_yn — (.’L’—y)(l'n_l—l-l'n_Qy—f—' . ~+aiy”_2+y"_1)
assegura que " — y" > (xr — y)ny" !. Fazendo z = {a e
y = 1 na desigualdade anterior, vem que

-1
0< %—1<a .
n

Como lim,,_; s —“;—1 = 0, o teorema do confronto implica que

lim,, 1 oo ({/a — 1) = 0, ou seja, lim, o Va = 1.
Agora, se a < 1['| entdo, uma vez que é > 1, o caso ja

tratado da lim,,, 4o "%/E =limp 100 § % = 1. A partir dai,

a igualdade lim,,_, ., {/a = 1 segue da regra do quociente.

Quanto ao item ii), se ! é o maior dos valores ay,aq, .. . ,ak,
mostremos que lim,,_, 4o Q/a? +al +---+a} =1. De fato,
para cada natural n, temos

"<al+ad+---+ay <k",

LCaro leitor, o que ocorre no caso a = 17
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de forma que

1< /faf va5 + - +af < Vi,

para todo n. Como lim,,_, | o {/k = 1, o teorema do confronto
nos assegura que lim, - {/a? +ay +---+a} =1, como
desejado. O

Exemplo 9. Prove que lim {/n=1.
n—-+00
Solugao. Precisaremos da férmula do binémio de' Newton:
(a+b)" =Y1_o (7)akb" ", Dessa férmula, segue a desigual-
dade abaixo:
nin—1) ,

(a+1)" > — (7)

se a > 0 en € N. De fato, supondo n.>2, basta notar que as
parcelas no desenvolvimento do bindémio (a+ 1)" sdo todas
nao negativas e %cﬂ é, precisamente, a terceira parcela
nesse desenvolvimento.

Escrevendo {/n = a, + 1, para cada n natural, vemos
que a, > 0 e a igualdade lim,,_, ; », ¥/n = 1 agora equivale a

lim,, 1 o @, = 0. Ora, pela desigualdade 7 temos

de modo que 0 < a, < \/%, para todo n. Entdo, o resultado

segue do teorema do confronto, pois lim, 4 \/% =0. O

Exemplo 10. Para cada nimero real u pertencente ao inter-
valo (0,3%1), a equacdo cibica 3 — 3ux + 1 = 0 admite uma
dnica raiz real f(u). Prove que

lim  f(u) = —V/4.

1
U— 3=
[z

A figura abaixo mostra o grafico da funcao cubica y,, =
23 — 3ux + 1 para alguns valores da varidvel u.
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Solugdo. Comegamos com a sequinte observagao: —2 <
1

f(u) < —1, para cada u € (O,%). De fato, pelo exemplo

10 da aula passada, a funcio y, = 2> — 3ux + 1 é cres-

cente no intervalo (—oo, — v/u] e, relativamente ao intervalo

(—Vu, + ), y, assume o seu valor minimo em r = \/u.

Ora, y,(Vu) = 1 — 2/a’ > 0, pois u < V de forma que

f(u) deve ser um ponto do intervalo (—oco, — y/u|. Por ou-
tro lado, sendo y, crescente em (—oo, — \/ul, as relagoes
Yu(—2) = 6u — 7 < 0. = y,(f(u)) < 3u = y,(—1) nos dao as
desigualdades —2 < f(u) < —1.

O restante do argumento seguird de algumas manipulagoes
algébricas com a identidade f(u)® — 3uf(u) + 1 = 0, jun-
tamente com-o fato de que u € (O,%ﬂ). Primeiramente,

f(u)® +4 = 3uf(u) + 3 implica
Flu)® + 4 = 3ulf(u) + V4 + 3(1 — uV/4).
Pela fatoragdo da soma de dois cubos, vale
Fw)® +4 = g(u)[f (u) + V4],

em que g(u) = f(u)? — V/4f(u) + V/16. Assim, a igualdade
g(u)[f(u) + V4] = 3u[f(u) + V4] + 3(1 — uv/4) equivale a

[9(u) = 3ul[f (u) + V4] = 3(1 — uV/4). (8)

Agora uma segunda observacdo: g(u) — 3u > 1, para todo
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u € (0,3%/1). Com efeito, pela primeira observacao, temos

3
g(u)—3u>12+\%1+\/3167%>1+1+2—3:1.

Portanto, a relacao da

)+ ¥4 = 2wV

g(u) = 3u’
ou melhor,
0 < [f(u)+ V4| < 3(1 —uv/4), 9)
para cada u € (0, 7) Como lim,, _, (1 —uy/4) =0, as

desigualdades em (9) implicam hmu - [f(w)y+ V4 =0,
Ya

pelo teorema do confronto. Dessa ultima igualdade, segue o
resultado proposto. O

Observacao 11. Uma solu¢do mais direta do exzemplo anterior
pode ser obtida com a férmula de Cardano-Tartaglia (veja a
referéncia [{]). De fato, essa férmula nos diz que

3/ 1 /1 3/ 1 /1
=i —= Z s Sl Balpr. §
\/ 2+ 1 u+\/2 17U

Dai, a relagao hm f( ) = —/4 seque das regras aritméticas
uU—
=

para limites.

Dicas para o Professor

O professor pode discutir com sua turma a seguinte
generaliza¢do do Exemplo (6): se f : (0, + c0) — (0, +

oo) é uma funcgdo crescente e limg, j((f)) = 1, entao

limg s 1 oo ’;((C;)) =1, para todo nimero real positivo c. Pode
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ser util analisar os casos ¢ > 1 e ¢ < 1 separadamente, indi-
cando como o 29 caso segue do 12 e, melhor ainda, como o 1°
caso pode ser tratado adaptando-se a solug¢ao apresentada no
texto.

Recomendamos fortemente que as solugoes dos exemplos
aqui reunidos sejam apresentadas em detalhe. Além disso,
antes de iniciar as resolugdes dos exemplos, procure desta-
car as principais ideias envolvidas nos argumentos. Vale a
pena incentivar os alunos a escreverem suas proprias solugoes,
fornecendo, sempre que conveniente, sugestoes-chave-aos pro-
blemas. Duas sessoes de 50min devem ser suficientes para
expor o contetiddo desse material.
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