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Na ultima secdo da aula anterior, consideramos trans-
formagoes lineares com determinante nao nulo e estabelece-
mos algumas propriedades dessas aplicacdes. Finalizaremos
esse m6dulo estudando uma condigéo equivalente a det T' # 0,
a saber, a invertibilidade da aplicagao linear T'.

1 Transformacoes lineares invertiveis

Definicao 1. Uma transformagao linear T : 'V — V serd
dita invertivel se existir uma aplicacdo linear T' » V —'V
satisfazendo T oT' = Id e T' o T = Id. Em caso afirmativo,
denotaremos a aplicacdo T’ por T—' e chamaremos essa
transformacao linear de inversa de T'.

Exemplo 2. As homotetias Ty, as rotagdes Ry e as reflexdes
S, sdo aplicagdes lineares invertiveis. De fato, como S, 0S5, =
Id, vale S; ' = S, (a inversa de uma reflexdo é ela prépria).
Lembrando que Ty, o T} = Ty e Ty = Id, vem Ty o Ty, =
Ty 0Ty = Id, ou seja, T,;l = Ty O argumento para
rotagoes é andlogo, notando dessa vez que Ry19 = Ry 0 Ry e
Ry = Id. Segue-se que R;l =R-y.

Nao é dificil verificar, que transformacdes lineares in-
vertiveis sdo bijetivas (mais geralmente, veja a secdo 4 do
capitulo 1 da referéncia [1]). Reciprocamente, se T: V — V
é uma aplicago linear bijetiva, a regra T'(v) = u < v = T'(u)
define uma, transformacao 7" : V — V que cumpre T o T" =
T'.oT = Id. Para concluir que T é invertivel (e T’ = T~ 1)
basta, entdo, mostrar que 7" é linear. Com efeito,

T(T (u+v))=u+wv
— T(T () + T(T'(4))
(T () + T'(0)),

para quaisquer vetores u,v € V. Como T é injetiva, segue-se
que T’ (u+v) = T'(u)+T"(v). Aigualdade T (k-u) = k-T"(u),
para k € R e u € V, pode ser verificada de maneira similar.
Essa discussao demonstra uma parte do
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Teorema 3. Seja T : V — V uma aplicacdo linear. Entao,
as sequintes afirmacgdes sao equivalentes:

(a) T ¢ invertivel.
(b) T é bijetiva.
(c) detT #0.

Prova. J4 vimos que a primeira afirmac¢do equivale a se-
gunda. Portanto, basta estabelecer a equivaléncia entre as
duas ultimas afirmagoes. Ora, T' é bijetiva se, e somente se,
a equagdo T(u) = v tem uma tnica solugdo, qualquer que
seja o vetor v € V. Em termos de coordenadas, escrevendo

a c x e
[T] = b d U= l ] ev= lf] , vemos que T'serd bijetiva
Y
se, e sO se, o sistema linear 2 x 2
ar +cy=e
bx +dy=7f

for possivel e determinado, quaisquer que sejam os ntimeros
reais e, f. Mas, pela regra de Crammer, essa condi¢do equivale
a det T = ad — bc #0. O

Observacao 4. Em-wdrias ocasides, encontramos na aula
passada a hipotese “T 'V — V € uma transformacdo linear
com det T # 02 Por conta do teorema acima, esse trecho pode
agora ser lido.como “I' é uma aplicagdo linear invertivel”.

Exemplo 5. Considere a transformacdo linear T : R? — R?
definida por T(z,y) = (v — 2y,3x +y). Como detT =7 #0,
T ¢é invertivel. Teremos T~ Y(z,y) = (z,w) se, e somente
se, (z— 2w,3z + w) = (x,y). Resolvendo o sistema, vem
2= (z+2y))7T ew = (=3z +y)/7, isto é, T 1(zy) =
(%,ﬂ) Por outro lado, a aplicacdo linear S : R? — R?
dada por S(z,y) = (x —y, — x + y) ndo € invertivel, uma vez
que det S = 0.

Corolario 6. A composicdo de transformacdes lineares in-
vertiveis ainda é uma transformacdo linear invertivel. Mais
ainda, se S e T sio invertiveis, entdo (T'oS)™1 =S~ toT~1.
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Prova. Sejam ST : V — V transformagoes lineares in-
vertiveis. Como det(T o S) = detT - det S # 0, o teorema
anterior nos garante que T o S é invertivel. Para finalizar,
temos, pela associatividade da composigao,

(ToS)o(StoT ™ )=[To(SoS1)]oT™?
=(Told)oT™!
=ToT™!
=1Id,

e a igualdade (S~'oT 1) o(T0S) = Id pode ser estabelecida
de forma completamente andloga. Isso demonstra a férmula
no enunciado. O

Se T' é uma transformacéo linear invertivel, as igualdades
ToT ' =IdeT 'oT = Id nos garantem que [T]- [T~ =1
e [T71]-[T] = I (veja a primeira proposicio da aula passada).
Portanto, a matriz de T é invertivel e [T=1] = [T]~! (a matriz
da inversa de T € a inversa da-matriz de'T). Reciprocamente,
se [T] é uma matriz invertivel, a aplicacao linear 7" induzida
pela matriz inversa [T]~! deve satisfazer ToT’ = Ide T'oT =
Id, de modo que T é invertivel. Acabamos de demonstrar a

Proposicdo 7. Uma aplicacdo linear T : R? — R? ¢ in-
vertivel se, e somente se, a matriz de T € invertivel. Em caso
afirmativo, vale [T =Y = [T]7L.

Retornando ao Exemplo 7 podemos obter 1 calcu-
lando-a inversa'da matriz de 7" e a aplicacdo linear induzida.

Como [T] = ; _12 , vem [T]~1 = l_l?{/?7 iﬁ

que T~ (z,y) = (££22 =324 como esperado.

] , de modo

2 A transposta de uma aplicacao li-
near

Dada uma aplicagdo linear S : V — V, a matriz [S]', trans-
posta da matriz de S, induz uma aplicacio linear St : V — V.
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Uma adaptagao do cédlculo (6), desenvolvido na 4* se¢dao da
primeira parte desse médulo, nos mostra que S? ndo depende
do sistema de coordenadas considerado.

Definicdo 8. Se S:V — V é uma transformagao linear, a
transposta de S é a tnica transformagdo linear St : V — V
satisfazendo [St] = [S]t.

Com a defini¢do acima, podemos dizer que uma aplicacéo
linear S é simétrica se, e s6 se, S = S°.

E f4cil verificar que a transposicao de aplicagoes lineares
possui propriedades similares a transposicao de matrizes. Por
exemplo, (T o S)t = StoTt e (T71)! = (T1)71, se. T é
invertivel. Em particular, a inversa de uma aplicacao linear
simétrica e invertivel também é simétrica.

Exemplo 9. Seja S : R? — R?, S(z,y) = (v —y,x +vy). A
transposta de S ¢ dada por S*(z,y) = (v +y,—x+y). De fato,

1 1
St ¢ induzida pela matriz ik a transposta da matriz
de S.

Exemplo 10. Homotetias e reflexdes sao aplicagdes lineares
simétricas. Para uma rotag¢do Ry, vale R}y = R;l.

Acabamos de constatar no exemplo anterior que uma
aplicagdo ortogonal R (i.e., R é uma rotagdo linear ou uma
reflexdo linear) satisfaz R' = R~!. Vale a reciproca.

Proposicao 11. Uma aplicacdo linear invertivel R : V. — V
é ortogonal se, e sé se, R~ = Rt.

Prova. Falta provar que a condicio R~! = R? implica em R
ortogonal. Faremos isso mostrando que R é uma isometria.
De fato, identificando o ntimero real x com a matriz 1 x 1
[z], 0 quadrado do médulo de um vetor u = (a,b) se escreve

como |u|? = a? + b? = [u]® - [u], em que [u] = [Z] Portanto,
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como [R]" - [R] = I, vem

[R(u)|* = [R(u)]" - [R(u)]
= ([R]- [U]) ([R] - [u])

= [u]"-
=[u"-
= |uf?,
ou seja, R preserva médulo: |R(u)| = |u|, para qualquer vetor
u € V. Lembrando que a distancia entre os vetoresv,w € V
é v —wl|, vem |R(v) — R(w)| = |R(v — w)| = Jv —wl, isto é,
R preserva distancias, ou melhor, R é uma isometria. Mas
(confira a 2* aula do mdédulo “Geometria das Transformagoes
Lineares”), uma isometria s6 pode ser uma rotagio, ou uma
reflexdo, ou uma translagao ou uma reflexdo com deslizamento
(a composta de uma reflexdo linear com uma translacdo).
Como translagoes, distintas da identidade, sdo aplicacoes
nao-lineares, segue-se que R deve ser uma rotagdo ou uma
reflexdo, ou seja, R é ortogonal. O

Observacdo 12. Das linhas da demonstra¢iao anterior, surge
mais uma caracterizacdo. das transformacéoes ortogonais: uma
aplicacao linear R 'V — V é ortogonal se, e sé se, R preserva
moédulo, ou sejay |R(u)| = |ul, para qualquer vetor u € V.

Podemos utilizar a proposicao anterior para demonstrar
a seguinte versdo do teorema da decomposi¢io polar (vide
Corolario. 10 da aula passada): dada uma transformagdo
linear T invertivel, existe uma aplica¢do simétrica positiva S
e uma transformacdo ortogonal R, unicas, tais que T = So R.

Diremos que uma aplicac¢ao linear simétrica S : V — V
é positiva quando trS e det S forem ntmeros reais positivos.
(Equivalentemente, S é positiva quando os autovalores de S
forem positivos. Cf. 1* parte desse médulo.)

Por exemplo, Se T ¢ invertivel, ToT" é simétrico e positivo.
A simetria segue de (T o T%)! = (T*)t o Tt = T o T*. Por
outro lado, det(T' o T?) = det T - det T* = (detT)? > 0 e, se
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[T] =

“ ;17Valetr(ToTt):a2+b2+02+d2>0.

Pela relagao (4) da aula anterior, a aplicacdo linear S =

. i . = 1 i
k-[ToT'+|detT|-I], em que k NI ek satisfaz

S2 =T oT?t. O leitor poders verificar que S é uma aplicacio
simétrica e positiva. Definindo R = S~ oT, temos R linear e
invertivel, ja que R é a composta de duas aplicagbes lineares e
invertiveis. Além disso, R"'!=T"10S = [Tto(5?)" oS =
Tto[(S™1)208]=Tto St = (S71oT)! = R!, de modo que
R é ortogonal pela proposicao anterior, e fica estabelecida a
existéncia da decomposigao.

Quanto & unicidade, suponhamos que T' =S’ o/, com S’
simétrica positiva e R’ ortogonal. Entao, um argumento nos
moldes do paragrafo anterior nos conduz a ToT* = (5')2. Por
outro lado, os calculos realizados ao final-da 22 secdo da aula
passada nos dizem que a tinica solu¢do da equacdo X2 = ToT"?
com trago e determinante positivos é a transformacio S.
Logo, S’ =S e R = S~ ! o T"= R, provando a unicidade da
decomposigao polar.

Observacao 13. Dentre as aplicagoes lineares simétricas
invertiveis, as positivas se caracterizam pela sequinte pro-
priedade geométrica: uma transformacao linear simétrica
e invertivel S é positiva se, e s6 se, para cada vetor nao
nulo u, o angulo entre u e S(u) é agudo. Com efeito,
num sistema de coordenadas em que S se exrpressa como
S(zyy) = (ax,by), o cosseno do dngulo 6 entre u = (x,y)
e S(u) satisfaz cos(9) = (az?® + by?)/(|u||S(u)|) (confira a
primeira aula desse mddulo). Portanto, o angulo entre u
e S(u) serd agudo se, e s6 se, ax® + by? for positivo, para
qualquer par (z,y) # (0,0). Mas essa 4ltima condi¢io apli-
cada aos pares (1,1) e (b,a) nos dd trS = a+b > 0 e
(det S)(trS) = ab® + ba? > 0, ou seja, S é positivo se u # 0
e S(u) sempre determinam um dngulo agudo. A reciproca é
imediata.
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3 Uma caracterizagao geométrica das
aplicacoes lineares invertiveis

Sabemos que uma aplicagao linear invertivel T : V. — V
transforma retas em retas: a reta z = u + tv,t € R, é
transformada na reta w = T'(u) +tT'(v), t € R. Encerraremos
esse médulo provando a reciproca desse fato: uma bijecdo
T:V =V, comT(0) =0, transformando retas em retas é
linear. Nosso tratamento serd baseado no artigo [1].

Advertimos o leitor acerca da demonstracdo: embora
longa, a verificagdo da aditividade é de natureza geométrica,
ao passo que a homogeneidade se reduzird a uma interessante
equagao funcional. Valerd a penal

Seja, entdo, T': V' — V uma bijecdo satisfazendo 7°(0) = 0.
Se T transforma retas em retas, r e s serdo concorrentes se, e
6 se, T(r) e T(s) o forem. Daf se conclui que T transforma
vetores ndo colineares u e v em vetores nao colineares T (u)
e T'(v). Mais ainda, T preserva paralelismo, isto é, r//s =
T()//T(s).

Agora, se T preserva paralelismo de retas, entdo T pre-
serva paralelogramos. Em particular, se u e v sdo vetores ndo-
colineares, T' deve transformar o paralelogramo P gerado por
u e v no paralelogramo P’ gerado por T'(u) e T'(v). Dai segue
que o vetor diagonal u+wv de P é transformado por 7" no vetor
diagonal T'(u) 4+ T (v) de P’, ou seja, T'(u+v) = T'(u) + T(v).
Como T'(0) = 0, provamos, assim, que T preserva a soma de
dois vetores se um deles ndo é um multiplo do outro.

Afirmamos agora que T é aditiva: T (u+v) = T'(u)+T'(v),
para quaisquer vetores u,v € V. S6 nos resta o caso em que
u e v sao colineares. Nesse caso, escolha um vetor w que nao
seja um multiplo de u ou de v, e note que w também nao é
um multiplo de u 4+ v, bem como v + w nao é um miltiplo
de u. Segue-se que T' preserva a soma dos seguintes pares de
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—~

vetores: (u + v,w), (u,v + w) e (v,w). Portanto,

+[T(v) + T(w)]
= [T(u) + T(0)] + T (w),

de onde segue a igualdade desejada, T(u+ v) = T'(u) + T(v).

Sabendo que T é aditiva, devemos agora mostrar que
T preserva o produto por escalar. Fize um vetoru # 0 e
considere a reta r, gerada por u, ou seja, r, 'z = tu,t € R.
Como T'(0) = 0, a aplicagao T transforma r, na reta ry(,) :
w = sT'(u), s € R. Portanto, para cada niimero realt existe
um tnico ntimero real f(t) satisfazendo T'(¢t-u). = f(t) - T(u),
definindo, assim, uma funcdo f: R — R.

Vejamos, agora, que f nao depende do vetor u, isto é,
provaremos que T'(t-v) = f(t) - T(v), para qualquer vetor
v € V e para qualquer ¢t € R. Primeiro suponha que v nao
seja um multiplo de u. O argumento anterior, aplicado aos
vetores v e u+v, nos garante que existem fungoes g,k : R — R
tais que T'(t-v) = g(t)-T(v) e T(t- (u+v)) = h(t) - T(u+v),
para cada real t. Como T ¢é aditiva, a iltima relacdo pode ser
reescrita como T'(t-w) +T'(t-v) = h(t) - T(u) + h(t) - T'(v), ou
ainda, f(¢)-T(u)+g(#)-T(v) = h(t)-T(u)+ h(t) - T(v), para
cada t € R. Com um pouco mais de manipulagao algébrica,
chegamos em

[£(t) = h(@)] - T(w) = [A(t) = g(t)] - T(v). (1)

Sendo T'(u) e T(v) vetores ndo colineares, a igualdade (1)
nos garante que f(t) — h(t) = 0 = h(t) — g(t), para cada
numero real t. Conclusdo: f = g. Se agora v é um multiplo
de u, escolhemos um vetor w nao-colinear com u e repetimos
o argumento acima com os vetores w e v. Concluimos que
g, a fungdo associada ao vetor v, coincide com f, a funcao
associada ao vetor w (e ao vetor u, pelo argumento anterior).

Resumindo, provamos que existe uma fungao f satisfa-
zendo T(t-v) = f(t) - T(v), para qualquer vetor v € V e
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para qualquer ¢ € R. Vejamos duas propriedades da funcao f:

1. f € aditiva, isto é, f(s+1t) = f(s)+ f(t),Vs,t € R.
Com efeito, como T'(u) # 0, basta mostrar que f(s+1) -
T(u) = [f(s) + f(B)] - T(w):

fls+8)-T(u)=T((s+1) u)
T(s-u+t-u)
T(s-u)+T(t-u)
f(s)-T(uw) + f(t) - T(u)
= [f(s) + f(O)] - T(u),

como desejado.

2. f é multiplicativa, ou seja, f(st) = f(s)f(t),Vs,t € R.
Mais uma vez, basta mostrar que f (st)-T(u) = [f(s) f(t)]-

Como f(1) = 1, o lema abaixo nos garante que f é a
identidade, i.e., f(t) = t, para cada ntimero real t.

Lema14. Seja f : R — R uma funcdo aditiva e multiplicativa.
Entdo, ou f € identicamente nula, ou f € a identidade.

Portanto, com o lema acima, segue que T'(k-v) = k- T'(v),
para quaisquer v € V e k € R. Provamos, enfim, que T é
linear. Segue o

Teorema 15. Seja T : V — V uma bijecio com T(0) = 0.
Entao, T € linear se, e somente se, T transforma retas em
retas.
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Prova do Lema . Suponhamos que f néo seja identi-
camente nula. Entdo, z # 0 = f(x) # 0. Caso contrério,
terfamos f(z) = 0e f(t) = f(z- L) = f(z)f(L) = 0, para
cada nimero real ¢, ou seja, f seria identicamente nula, con-
tradizendo a nossa hipdtese.

Segue, dai, que f é crescente: © <y = f(x) < f(y). De
fato, vale f(y —z) + f(z) = f(y), ou seja, f(y) — f(x) =
fly—z) = f(v/y—2)? >0, como querfamos.

Como f(1) = f(1%2) = f(1)? e f(1) # 0, temos f(1) = 1.
Sendo f(n+1) = f(n)+1, para cada natural n, é facil verificar
por indugdo matemaética que f(n) =n,¥n € N. Mais ainda,
afirmamos que f(n) = n para cada inteiro n. Primeiramente,
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) nos d& f(0) = 0. Dai, se
nEN, 0= f(n+(-n) = f(n) + f(—n)= fn) = —n,
estabelecendo a afirmacéo feita.

Dado um ntmero real x, seja n o maior inteiro que nao
supera z, de modo que n < x < n+1. Pelo que ja foi provado,
vale n < f(x) < n+ 1, de onde se vé que |f(z) — x| < 1.
Como z ¢é arbitrario, também vale |f(mz) — mz| < 1, para
cada natural m, ou seja, |f(x) — z| < 1/m para todo m.
Se fosse |f(z) — x| > 0, a ultima desigualdade equivaleria a
|f(x) — 2|7t > m, qualquer que seja m € N, contrariando
o fato de haver ntimeros naturais arbitrariamente grandes.
Logo, s6 pode ser |f(x)—z| = 0, de onde segue que f(z) = z,
para todo nuimero real x. Assim, f é a identidade. O

O que podemos dizer de uma bijecdo do plano F' : I — 11
que-transforma retas em retas? Fixe um ponto O € II,

considere o vetor v = OF(O) e defina A : V — V por
A(OB) = OF (P} — v. Entéio, A(0) = 0, A é bijetiva e trans-
forma retas em retas, de onde se vé que A é uma aplicacao
linear invertivel pelo Teorema . Dessa forma, temos

F(P) = O + [A(OP) + v] ou, simplesmente,
F(P) = A(OP) + v 2)

(identificamos o ponto F'(P) com o vetor OF(P;).
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Em geral, quando uma aplicacao F : IT — II se expressar
como na igualdade , sendo A uma aplicacdo linear ar-
bitraria, diremos que F' é uma transformac¢do afim. Se A for
invertivel, F' serd chamada de equivaléncia afim. Nesse caso,
é facil ver que F' admite uma inversa que ainda é uma equi-
valéncia afim. Por exemplo, semelhangas sdo equivaléncias
afins.

Perceba o uso do termo “afim”. Para fungoes f : R — R,
dizemos que f é afim se f(z) = ax +b, para cada niimero real
x, sendo a e b constantes reais. Desse modo, f é a composicao
da funcao linear y = az com a translagio y — y + b.

Da mesma forma, uma transformacao afim nada mais é
do que uma aplicacdo F : R? — R? que se expressa como
a composta de uma aplicacdo linear A ‘com a translacao

por um vetor v. Se [A] = ¢ e = (esf), teremos

b d
F(zy) = (ax + cy + e,bx + dy + f), qualquer que seja o par
ordenado (z,y).
Em resposta a pergunta anterior, segue a versao do Teo-
rema para aplicagoes do plano.

Teorema 16. Seja F': 11 — II uma bije¢cdo. Entdo, F é uma
equivaléncia afim se, e somente se, F' transforma retas em
retas.

Dicas para o professor

Equivaléncias afins podem ser empregadas para simplificar
problemas geométricos. Foi o que fizemos, na aula passada,
durante a discussao da existéncia e unicidade da elipse de Stei-
ner de um tridngulo. Ha aplica¢Ges mais simples desse método,
por exemplo, o fato das medianas de um tridngulo serem con-
correntes: resolvida a questao para triangulos equilateros,
obtemos o resultado geral por meio de uma equivaléncia afim
que transforma um tridngulo equildtero no tridngulo original.
Sugerimos, para aperfeigoamento dessa técnica, os exercicios
correlatos da 3* parte da referéncia [2].
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Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetido desse material.
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