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1 Razoes trigonométricas em trian-
gulos retangulos

Dado um angulo agudo qualquer, de medida «, podemos
construir um triangulo retangulo ABC, retangulo em A,
tal que o dngulo ZABC mede a. Se um outro tridngulo
retangulo A’B’C’ é tal que a medida do angulo ZA'B'C’
é também igual a «, entdo os triangulos ABC e A’B'C’
sao semelhantes (basta observar a correspondéncia A< A’,
B+ B eC <+ ().

B

-

Dessa semelhanca, segue que

b v ¢

e @ a @ e
Assim, as razoes % = 2—,,, 2= % e % = lg—i, independem do
tridngulo retangulo considerado. Por tal razao, as denomi-
namos, respectivamente, de seno, cosseno e tangente de

«, e denotamos sen a;, cos « e tg a, também respectivamente.
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Desse modo, e ainda nas notagoes da figura acima, temos
b c
seno = —, cosa=— e tga=-.
a a c

No triangulo retangulo ABC' da figura, os lados AC e
AB sao denominados cateto oposto e cateto adjacente
ao angulo ZABC = «, respectivamente. Assim, podemos
dizer, equivalentemente, que

medida do cateto oposto aa

senq =
medida da hipotenusa
medida do cateto adjacente a«
coso = : : )
medida da hipotenusa
medida do cateto oposto a«
tga =

medida do cateto-adjacente ac’

Note que pelo Teorema de Pitdgoras, temos a? = b% + c2.
Entao:

9 9 b\2 N2 Ve
sen” o + cos a:(—) +(—) = — + —
a a
2

b2 4+ 2

A identidade sen? a4cos? o = 1 é conhecida como a relacao
fundamental da Trigonometria.

Observe, ainda, que se « e § sao os dois angulos inter-
nos-agudos de um triangulo retangulo, isto é, se a e 8 sao
complementares, entao:

sena =cosf, cosa =senf e tga = —.
tg
Com efeito, isso decorre do fato que o cateto oposto a «a é
adjacente a 8 e o cateto adjacente a o é oposto 8 (veja a
figura abaixo).
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2 Razoes trigonométricas de angu-
los notaveis

Consideremos um triangulo ABC, retangulo em A e isdsceles,
cujos catetos medem 1 cm (VQ]?L a préxima figura). Entéo,
cada um dos angulos B e C mede 45°. “Além disso, pelo
Teorema de Pitagoras, temos:

BC? = AB?> + AC? = BC? =12+ 12

— BC? =2
— BC = V2.
Dai, obtemos:
L1 1 VE B
sendh’ = — = — - — = —,
V2 V2 V2 2
1 V2
cos4b’ = — = —
V2 2
e
t45°—1—1
g45° =1 =1

Agora, tomemos um tridngulo equilatero ABC de lado
1 (veja a figura abaixo). Seja H o pé da altura relativa ao
lado AB. Sabemos que a altura de um triangulo equilatero
de lado [ é dada por M ; portanto, a altura CH mede Y3
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] 45°

cm. Agora, como todo tridngulo equildtero é em particular
isésceles (com respeito a qualquer lado), ‘o segmento CH,
além de ser a altura relativa ao lado AB, também ¢ a bissetriz
interna relativa ao vértice C. Como AC'B = 60° (pois em
um triangulo equildtero cada dngulo interno mede 60°), segue

que HCB = 30°.

Observando o triangulo C'H B, retangulo em H, podemos
concluir que

sen 30° =

= ol
Il
|
@]
@]
)
w
o
o
Il
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1 V3

tg30° = .
& 3

w|§|w|>—t
o

Como ZHCB e ZHBC(C sao angulos complementares, a ob-
servagao feita na Secao 77 sobre as razoes trigonométricas
de angulos complementares garante que:

sen 60° = cos 30° = \/75, c0s60° = sen 30° = %

1 1
tg 60° = - = =3
& te 30° V3

S

3 Exemplos

Nesta secao, apresentamos alguns exemplos. a titulo de ilus-
tracao dos conceitos desenvolvidos até aqui.

Exemplo 1. Calcule as medidas dos-lados de um tridngulo
ABC, retangulo em A, sabendo que a altura relativa a hipo-
tenusa mede h = 8.cm e B = 30°.

Solugao. Denotando por H o pé da altura relativa ao lado
BC, temos que o triangulo ABH é retangulo em H (veja a
figura a seguir).

A

30°
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Dali, segue que
HAC =90° — HCA
=90° — BCA
= ABC = 30°.

Logo, calculando o cosseno do angulo Z/H AC, obtemos:

COS3O°—L:>£—i
AC 2 AC

= V3. AC =16

16 16
= AC=—=—"

V3 V3
:>AC:¥.

SIS

Agora, calculando primeiramente o seno e depois o cosseno

do angulo ZABC, obtemos:

o_AC_ 1 o5
beDBO—B—C:>§—BC
:>BC:%.

3

e

300—A_B:>£—AB

COS —BO 2—%

— 2AB =32

= AB = 16.

O

Exemplo 2. O topo B de uma torre vertical AB é visto de
um determinado ponto C' no solo sob um angulo de 30°.
Além disso, a distancia do ponto C' a base da torre é igual a
100 m. Assumindo como irrelevante o desnivel entre o ponto

C e a base A, calcule a altura da torre.
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Solugao. O observador C, o topo B e a base A da torre
formam um tridngulo ABC, retangulo em A. Uma vez que
o topo da torre ¢ visto pelo observador sob um angulo de
30°, temos ACB = 30°. Dali, obtemos:

AB AB
tg3o°=—=>‘/—§——

AC 3 100
= AB = 100\/?
3
O
B
TORRE

30° []

100 m

Exemplo 3. Um observador vé um prédio, construido em um
terreno plano, sob um éngulo de 45°. Aproximando-se 100m
do prédio, o observador passa a vé-lo sob um angulo de 60°.
Qual é a altura do prédio?

Solugao. Denotemos o observador por A, no momento em
que ele vé o prédio sob um angulo de 45°, e por B, no mo-
mento em que ele vé o prédio sob um angulo de 60° (veja a
préxima figura).

Denotemos a base e o topo do prédio por C' e D, respec-
tivamente. Agora, chamemos de h a altura do prédio e de x
a distdncia de B a C' (veja novamente a figura a seguir).

Desse modo, podemos calcular as tangentes dos angulos
/ZDAC e ZDBC para obter, respectivamente,

= h=2+100

1 =tg45° =
& Z + 100
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\ 45° 60°

h
tg60°:E:>\/§=

= V3=

— 3z =z +100
= z(V3—1) =100
100
==
100 V341
V3-1 vV3+1
_ 180(v3+1)
A

— 2 =50(v3+1).

}
X
z + 100

=5
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Finalmente, obtemos:

h =z + 100
=50(vV3 + 1) + 100
=50(V3+1+2)
=50(V3 +3).

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de 50
minutos cada para discutir o contetidopresente nesse ma-
terial, sendo uma dessas sessoes utilizada para apresentar
as secoes 77 e 77, e outra sessdo para-apresentar os exem-
plos contidos na segao ?7. Depois de expor as razoes trigo-
nomeétricas em triangulos retangulos, comente com os alunos
que esses conceitos podem ser vistos de modo mais geral,
de forma que nao contemplem somente angulos agudos, mas
que isso serd feito a posteriori.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos pro-
blemas e exemplos relacionados ao contetido do presente ma-
terial.
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