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1 Introducao

Nesta aula analisamos relagoes importantes entre os coefici-
entes de um polinémio e expressoes algébricas que envolvem
suas raizes, tais como a soma e o produto das raizes. E
bastante conhecido que em uma equacao de segundo grau,
digamos ax? + bx + ¢ = 0, em que a # 0, a soma das raizes
é —b/a e o produto das raizes é c/a. As chamadas relagoes
de Girard generalizam esses resultados para polindmios de
qualquer grau além de tratar de outras expressoes.

2 Equacoes de segundo grau

Comecamos relembrando as demonstragoes para as férmulas
mencionadas acima.

Sejam 71 e ry as raizes da equacdo de segundo grau agx? +
a1z + ap = 0. Seja p(z) = ax? 4 a1+ ag: Pelo teorema da
decomposi¢do, temos que

Logo,
as(x —r)(x = 72) = asx® + arx + ap.

Dividindo ambos os'lados por as (o que pode ser feito pois
ag # 0), temos

2 ay aop
r—ri)(e—r9) =2+ —x+ —.
( 1)( 2) PR

Agora, aplicando a propriedade distributiva ao lado esquerdo,
temos

ay ao
12—7’11'—7"2:17+T17’2 :x2+—x+—.

a9 a9
Logo,
a a
22— (ry + o)z +riry = 2% + L4 22
ag ag
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Como esta é uma igualdade entre polindmios, cada coeficiente
do lado esquerdo ¢ igual ao seu correspondente do lado direito.
Logo,
—a1 ao
T1T+rg=—— € Tirg = —.
a2 a2
Observacdo 1. Quando a equacdo possui uma raiz dupla
temos que r1 =19 e obtemos 2r; = _a“zl . Em geral, para que
as formulas acima e as das se¢des sequintes sejam vdlidas,
quando dizemos “soma das raizes”, precisamos contabilizar
raizes multiplas tantas vezes quanto forem suas multiplicida-
des. Em especial, quando hd raizes maltiplas nao estamos
nos referindo apenas a soma de raizes distintas. O andlogo

se aplica ao produto.

3 Equacoes de terceiro grau

Vamos imitar a demonstragoes acima para polindmios/equagoes
de terceiro grau. Dessa vez; seja

p(x) = azx® + axx® + a1z + ap
e sejam r1,72,73 as raizes de p(z) = 0. Temos que
az(x — 1) (@ — o) (2= r3) = azz® + agx® + a1z + ag.
Dividindo por as, obtemos
3 as o aq ao
T — — - ="+ —x"+ —r+ —.
( ri)(x—r)(z—r3) == ag:z: an o

Por outro lado, desenvolvendo o lado esquerdo da equacao
acima, temos

2

(x—r1)(x —ro)(x —r3) = (x° — (r1 + o)z + 1r172) (T — 13)

=3 - ((7"1 + 7"2) + 7”3)5(:2 + (7“17‘2 + (Tl + T2)7‘3)CL' — Tr1TaT3

= 2% — (r 4o+ r3)a? + (rirg + iy + rors)e — rirars
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Comparando os coeficientes do polinémio acima com os
da expressio original para p(z), temos que

—as
ri+re+r3=—,
as
ai
1T + 1173 + rorg = —,
as
—ag
rirorg = —.
as

As trés relagdes acima sdo as relagoes de Girard para
polinémios de grau 3. Note que, além da soma e do produto
das trés raizes, temos uma relacao intermediaria que é a soma
dos produtos de 2 das raizes.

4 Relagoes de Girard em polinémios
quaisquer

Para generalizar o que fizemos acima para polinémios de maior
grau precisamos definir o conceito de polinémio simétrico
elementos. Fixado um inteiro-positivo n, para 1 < k < n,
0 k-ésimo polindmio simétrico elementar sobre as varidveis
xr1,Ta,...,T, é obtido da seguinte forma: para cada escolha
de k das n variaveis calcule seu produto, em seguida, faca
a soma de cada um dos produtos obtidos. Vamos denotar o
resultado por sg(z1,...,Z,).

Por exemplo, para n =4 e k = 2, temos quatro variaveis,
1, T2, T3,&4, ha seis maneiras de escolher duas delas, assim
calculamos os produtos:

12, X1T3, L1L4, T2X3, T2T4, IT3T4.
Entéo calculamos a soma:
$2(X1,...,&4) = T1T2 + T1T3 + 124 + TaT3 + ToXg + T3X4.

Em palavras, dizemos que calculamos a soma dos produtos
dois a dois de z1,...,z4. Abaixo, temos todos os polinémios
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elementares de grau 4:

so(x1,...,x4) =1,

81(351,...,1'4) :(E1+£C2+1'3+1'4,

52(331, o ,a:4) = T1T2 + X123 + T1X4 + T2T3 + TaX4 + T34,
33(301, ... ,1‘4) = X1XT2X3 + L1X2X4 + T1T3L4 + T2X3T4
$4(Z1,. .., X4) = T1T2T3T4.

Em geral, para 1 < k < n, em simbolos, escrevemos:

Sk(l‘l,...,xn): E Ly Ly -+ Ly
1<ii<...<ix<n

Para k = 0, convenciona-se que:
so(x1y ...y pn) = 1.
Teorema 2 (RelagBes de Girard). Seja
p(x) = apa™ + 1z V4 4 aiz + ag

um polinémio nao constante com raizes ri,7a, ..., . Entdo,
para cada k com 1 < k <n temos:

Ay —
k(L o) = (-1)’@%.

Demonstracdo. Para simplificar a notacdo, nesta provas va-
mos-escrever simplesmente s, para denotar sg(ri,...,rn).
Pelo teorema da decomposicao, obtemos:

p(x) =an(x —ri)(x—ra)...(x —71y).

Aplicando a propriedade distributiva & expressdo acima obte-
mos

P(T) = apz™ — apsi2" "t + apsex™ % — . 4+ (—=1)"ans;.

Igualando os coeficiente desta expressao com os do enunciado
obtemos o resultado desejado. O
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5 Exercicios Resolvidos
Exemplo 3. Sejam r, s et raizes da equagdo
x5 — 42 + 62 —5=0.
Calcule o valor de cada uma das sequintes expressoes.
(a) 7+ s+t.
(b) rs+rt+ st.
(c) rst.
(d) ++++ ¢
() +L+21.

Solugao. Uma das vantagens das Relagoes de Girard é que
nao precisamos calcular cada uma das raizes individualmente
para conseguir calcular as expressdes desejadas. Calcular
cada raiz seria algo trabalhoso neste exemplo, ja que temos
uma equagao de terceiro grau.

Para os itens @, e , basta aplicar diretamente as
Relagoes de Girard.

(a) A soma das rafzes 6 =% = 4.

(b) A soma des produtos 2 a 2 das raizes é: ¢ = 6.

(4 =(=5
(¢) O produto das raizes é: (1 ) — 5.

Para os demais itens, usaremos os valores calculados no itens
anteriores.

(d) Temos que
1 1 1 st+rt+rs 6

r o s t rst 5

(e) Temos que

1 1 1 t+s+r 4
—+ =

rs rt st rst 5

http://matematica.obmep.org.br/ P.5
matematica@obmep.org.br



O

Exemplo 4. Resolva a equacdo x3 — 8x% + 19z — 12 = 0
sabendo que uma das raizes € igual a soma das outras duas.

Solugao. Sejam 11,792,735 as raizes da equacao do enunciado.
Usando as relacgoes de Girard temos que:

T‘1+T’2—|—T’3:—(—8)/1:8, (1)
179 + 1173 + 1ror3 = 19/1 =19, (2)
r1rorsy = —(—12)/1 =12. (3)

(Na verdade, precisaremos apenas da primeira e da tltima
equacio acima).

O enunciado nos diz que uma das raizes é a soma das
outras duas. Suponha, sem perda da-generalidade, que

L =79 +T3.
Substituindo isto na equacao (1f), temos:
r+r=8 = r=4.

Isso também implica que ro +r + 3 = 4. E substituindo o
valor de 1 na terceira relacao de Girard, obtemos:

ror3 = 3.

Agora, sabemos que ro + 7+ 3 = 4 e rorg = 3. Ou seja, 19,73
sdo rafzes da equacdo de segundo grau x? — 4z + 3. Nao é
dificil perceber que eles sdo, em alguma ordem, iguais a 1 e 3.

Logo, as raizes da equagao original sao: 1, 3 e 4. O

. . , ) 1
Exemplo 5. Forme uma equagdo cujas raizes sejam 1, 1, 5 e
—1.

Solugdo. Como a equagdo tem 4 raizes (contando suas mul-
tiplicidades), basta montar uma equagdo polinomial de grau
4. Faca

p(x) = asx® + asx® + asx® + arx + ao.
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H&a varios polindmios que satisfazem o enunciado ji que
multiplicar todos os coeficientes por um mesmo valor nao
afeta as raizes. Vamos construir um em que aq4 = 1. Isso
facilita os calculos. Pelas relagoes de Girard temos:

A soma das raizes é:

1 3
1414+ =-—-1=—.
+ +2 5
Logo, —agzg. Dai,agz—%.

A soma dos produtos dois a dois é:

1 1 1
Ll g+ (=) 415+ 1 (1) 4 5~ (1) =

—1+1 1+1 1 1
o 2 2 2

-1
5
—1
7.
A somas dos produtos trés-a trés é:

Logo, as =

1 1 1
1-1-241-1-(=D+1-Z(=1)+1-2-(=1) =
ST (CD L S () 15 (D)
1 1 1 =3

:——1—»——:7

2 2. 2 2

Logo, —a; = %‘5, ou'seja, a; = 3.
Finalmente, o produto das raizes é:

Logo, ag = —1/2.
Com isso, uma equagdo que satisfaz o enunciado é:
4 33 14 3 1

O
Exemplo 6. As raizes do polinémio f(z) = o3 — Tx?+ 141 —6

s@o os comprimentos dos lados de um triangulo. Calcule a
drea do mesmo.
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Solugdo. Sejam a, b e ¢ as raizes de f(x) e seja A a area
do triangulo cujos lados tem medidas a, b e c. Vamos usar
a féormula de Heron para o calculo da area de um triangulo
(veja a aula “Area de Figuras Planas: mais alguns Resultados”
do Médulo “Areas de Figuras Planas” do Nono Ano do EF).
Ela nos diz que

A2 =p(p—a)(p—b)(p - o),
em que p = (a+ b+ ¢)/2. Pelas relagdes de Girard,
1D _7

de maneira que

e G0

Lembrando que a, b, ¢ sdo raizes de f(z) e o coeficiente de
23 em f(x) é 1, a forma fatorada a forma fatorada de f(r) é

f(x) = (@ —a)(z =b)(z - ¢).

()< 66

Por outro lado, usando a forma dos coeficientes

CHARIHRTARE

Concluimos que

Logo,

1
e T (T 71 1
2 2 2 8 16
Logo, a area do tridngulo é
A= YT
4

O
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Exemplo 7. Sejam m, n e k as raizes de uma equacdo da
forma 23 + ax +b =0, onde a e b sio nimeros compleros
quaisquer. Sabendo que m, n e k sdo racionais, mostre que as
raizes da equacdo de sequndo grau ma? +nx +k = 0 também
$Go ractonais.

Solucdo. Por Girard, como m, n e k sio raizes de % + ax +
b=0, temos que m +n + k = 0. Seja f(z) = maz? + nx + k.
Logo, f(1) =m+n+ k =0. Assim, o ntimero 1 é uma das
raizes da equagdo de segundo grau ma? + nzx + k = 0.
Resta provar que a outra raiz também é racional. Isso é
imediato uma vez que o produto das raizes de ma?+nz+k = 0
é k/m. Como uma das raizes é o ntimero 1 a outra raiz'é o
préprio k/m. E como k e m sdo racionais, temos que k/m
também é. O

Exemplo 8. Sejam a, b e ¢ nidmeros reais nao nulos rais que
a+b+c=0. Mostre que

a5+b5+c5_ a®? + b+ a4+ +c3
5 2 3 ’

(4)

Solugao. Cuidado: nesta questao o objetivo é argumentar
porque a equacao é obrigatoriamente satisfeita para todos
os reais que satisfacam a + b 4+ ¢ = 0. Nao queremos resolver
tal equacao. Assim, tudo que podemos supor inicialmente é
que a4+ b+ c=0.

Seja f(x) = (z—a)(x—b)(z —c). Pelas relagoes de Girard,
a condicdo a + b+ ¢ = 0 nos garante que f(x) = 2> + sz — t,
onde s = ab+ ac+ bc e t = abe.

Mas como f(a) = 0, temos que a —sa + t. Analoga-
mente, b3 = —sb+t e ¢ = —sc + t. Somando, membro a
membro, essas trés igualdade obtemos

3:

a®+b3+c=—s(a+b+c)+3t =3t

Para calcular a®4b%+c?, comece multiplicando as equacoes

a® = —sa+t, b3 =—sb+tec®=—sc+tpora? b ec?
respectivamente. Obtemos a® = —sa® + ta?, b° = —sb® + tb?
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e ¢® = —sc® 4 tc?. E somando membro a membro, obtemos
a® + b+ = —s(a®+ 0>+ ) +t(a® + b+ )
= —3st +t(a® + b* + ¢?).
Por outro lado,
a?+ >+ = (a+b+c)* —2(ab+ ac+bc) = —2s.

Logo,
a® +b° + ¢® = —5st.
Finalmente, concluimos que
a’® + b + b ; <a2+b2+02> <a3+b3+c3)
—_— = — Sl = .
5 2 3

Dicas para o Professor

O assunto deste material pode ser abordado em um encon-
tro de 50 minutos, com a disponibilidade de tempo adicional
para exercicios caso-seja necessario.

A referéncia [I] contém uma discussio relativamente com-
pleta e profunda sobre equacoes polinomiais e alguns exercicios
deste material foram extraidos de 14. A referéncia [2] é uma
agradavel leitura, a qual contempla a histéria das tentativas
de se resolver equagoes polinomiais.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Volume 6:
Polinomios. SBM, Rio de Janeiro, 2016.

2. I. Stewart. Uma Histéria da Simetria em Matemdtica.
Zahar, Rio de Janeiro, 2012.
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