Material Tedérico - Médulo Triangulo Retangulo, Leis dos Cossenos e dos Senos,
Poligonos Regulares

Lei dos Senos e Lei dos Cossenos - Parte 2
Nono Ano

Autor: Prof. Ulisses Lima Parente
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



1 A Lei dos Senos

O objetivo desse material é demonstrar e exibir algumas
aplicagoes do teorema 2] que é conhecido como a Lei dos
Senos. Antes, contudo, assim como fizemos na primeira
parte para o cosseno, precisamos estender a definigao de
seno a angulos retos e obtusos. Para fazé-lo, note que se «
¢ um angulo obtuso, entao:

90° < a < 180° <= —180° < —ax < —90°
< 0° < 180° — a < 90°,

ou seja, 180° — v é um angulo agudo. Assim, para 90° <
a < 180°, definimos o seno de a pondo

sena = sen (180° — «).
Definimos, ainda, sen 90° = 0.

Exemplo 1. Gracas a defini¢cdo acima, temos que

sen 120° = sen (180° — 120°) = sen 60° = ?

As razoes da extensdo da definicdo de seno dada acima
ficarao claras quando, nos médulos do primeiro ano do
Ensino Médio, comegarmos a estudar os conceitos de seno
e 0 cosseno em situagoes mais gerais, i.e., no ambito da
Trigonometria.

Para o enunciado da Lei dos Senos, recorde que o circulo
circunscrito a um triangulo é o tnico circulo que passa por
seus vértices.

Teorema 2. Seja ABC' um triangulo cujos lados AB, AC
e BC medem, respectivamente, ¢, b e a. Se R denota a
medida do raio do circulo circunscrito a ABC, entdo:

a b c

senA senB senC

= 2R. (1)

Prova. Trataremos apenas o0 caso em que o triangulo
ABC é acutangulo, pois os outros casos podem ser feitos
de modo inteiramente andlogo.

Sejam A o circulo circunscrito a ABC e O o seu centro.
Considere o ponto A’ sobre A, tal que A’B é um didmetro
(veja a figura a’seguir).

Note que A" # C e A’ # A, pois caso contrdrio ABC
seria retangulo, ja que um de seus lados seria um diametro
de . Assim, temos que A’BC é retangulo em C e, desse

modo:
a

SGDA\/ = = == ——
2R sen A’

=2R.

Agora, veja que A = A’, pois, sendo angulos inscritos

em A subentendendo o mesmo arco BC, temos

2:%-350:?.

Portanto, obtemos:

¢ % _9n
sen A sen A’

Argumentos analogos ao executado acima para o vértice
A, desta feita com o vértice B ou ovértice C, fornecem as
outras duas igualdades do enunciado. Por exemplo, con-
siderando o ponto B’ sobre X tal que o segmento CB’ é
um didmetro, obtemos o triangulo B’ AC, retangulo em A
e tal que B = B’ (veja a‘figura abaixo). Entéo,

e, dal,

b b

= = — = 2R.
senB  sen B’

Da mesma forma, tomando o ponto C’ sobre A tal que
AC’ é um didmetro e repetindo os argumentos anteriores
(desenhe uma figura para esse caso e repasse os argumentos
correspondentes), chegamos a igualdade

c

—— =2R.
sen C

O

Antes de examinarmos algumas consequéncias impor-
tantes da Lei dos Senos, vejamos, em dois exemplos, como
tal resultado pode ser aplicado.
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Exemplo 3. No triangulo da figura abaizo, temos que
BAD = ABD = 30°, CBD = 45° ¢ AB = 3+ /3 cm.
Calcule a medida do segmento C'D.

A D c

300 45°

Solugao. Observe inicialmente que, como a soma dos
angulos de todo triangulo é 180°, temos

ADB = 180° — 2 - 30° = 120°
e, dali,
CDB = 180° — ADB = 160° — 120° = 60°.

Assim, aplicando a Lei dos senos ao triangulo ABD,
juntamente com o resultado do Exemplo [1l obtemos:

AD AB AD 3+V3

sen 30° - sen 120° —

— AD = &

V3 3
:>E:3+§’\/§
_ 1 3

_ ap220+v3)

Note, agora, que o triangulo ABC' é is6sceles, pois
ABC = 30°4 45° = 75°
e (utilizando novamentea soma dos dngulos igual a 180°)
ACB = 180° — (30°+ 75°) = 180° — 105° = 75°.

Portando, fazend@ = utilizando o fato que ABC
isgsceles implica. AB = AC, obtemos:

AC=AB =2+ 14+ 3 =3+,
— xr = 2 cm.

O

Exemplo 4. Na figura abaizo, ABC ¢é um tridngulo
retingulo em B, com catetos AB =6 cm e B_AC = 8 cm.
Se D é um ponto sobre o cateto BC tal que BAD = 30° e
CAD = «, quanto vale sena?

8 cm

Solugao. Como na solucao do exemplo anterior, calcula-
mos

ADB = 180° — (30° 4 90°) = 180° —=120° = 60°

ADC.=180° —60° = 120°.
Agora, o Teorema de Pitdgoras fornece
AC” = 6% +8% = AC" = 100 = AC = 10.
Além disso, olhando para o tridngulo ABD, obtemos:

BD 3 S 3

6 3 3

Dali, segue que
CD=BC - BD=8-2V3.

Finalmente, aplicando a Lei dos Senos ao triangulo ADC'
e utilizando novamente o resultado do Exemplo[I] obtemos:

cD  AC 8—2v3 10
sena  sen ADC senor  sen 120°

. 8—2v3 10

sen o« @

8v/3 -6

e =
sen « 20
4y/3 -3
— senoa = T

O

A segunda parte do resultado a seguir traz uma pri-
meira aplicagao da Lei dos Senos ao célculo da area de um
tridngulo. As igualdades em (@) sdo conhecidas como as
férmulas do seno para a area (de um tridngulo).

Corolario 5. Seja ABC um triangulo cujos lados AB, AC
e BC medem, respectivamente, ¢, b e a. Se A(ABC) de-
nota a drea de ABC, entdo

besen A _ acsen B _ absenC @)
2 2 2
Se R denota o raio do circulo circunscrito a ABC, temos
também que

A(ABC) =

A(ABC) = Z—?;. (3)
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Prova. Para a primeira parte (isto é, para as férmulas

[@)), é suficiente estabelecermos a primeira delas, uma vez

que as outras duas podem ser obtidas de modo andlogo.
Primeiramente, se ABC' é retangulo em A, podemos ver

AB como base e AC' como altura de ABC' (ou vice-versa),

de sorte que

_be

=3

Recordando que sen 90° = 1, obtemos

A(ABC)

A(ABC) = % - bCSZ“A.

Suponha, agora, que ABC é acutangulo (veja a figura
abaixo). Sendo H o pé da altura relativa ao lado AC e

h = BH, temos:

-~ h .
sen A = — = h =csen A.
c

Entao,

A(ABC) = % - bcs;nA.

O caso em que ABC §é obtusangulo ¢ inteiramente
analogo e, por isso, serd deixado ao leitor.
Para (3]), observe que a Lei dos Senos da:

~ a
A=—.
g 2R
Substituindo tal expressao na primeira igualdade em (2)),
obtemos
bc- 5%  abe
_ 2R _
A(ABC) = 5 1R

O

Os dois exemplos seguintes aplicam as férmulas do co-
rolario anterior.

Exemplo 6. Calcule a drea de um tridngulo ABC, sabendo
que AB=AC =10 ¢m e B = 75°.

Solugao. Iniciamos calculando BA\C, observando que
AB = AC implica B = C' = 75°:

A =180° — (75° 4+ 75°) =.180° — 150° = 30°.

Agora, aplicamos a férmula do seno para a &rea, ob-
tendo:

AB - AC - sen 30°

A(ABC) = 5
~10-10-3 100
24
= 25 cm®.

O

O proximo exemplo é nao trivial, e pode ser omitido
numa primeira leitura.

Exemplo 7. Um triangulo ABC ¢é tal que AC =b e AB =

2 2 .
b IC , calcule as medidas

c. Sabendo que sua drea € igual a
de seus angulos internos.

Solucao. Pondo BC = a e aplicando a férmula do seno
para a area, obtemos:

b2 + 2 besen A ~ VP43
= —send = .

A B Z 2bc

Agora, um pouco de Algebra elementar fornece

b2 4+ ¢ _ b2 4+ ¢ — 2bc + 2be

2bc 2bc
B b? + 2 —2bc+ 2bc
N 2bc 2bc
b-c 15
- 2be -
Além disso, os passos acima deixam claro que
b% + 2 (b—c)?
= = O b = C.
2bc — 2bc — ¢

Juntando as duas informagoes acima, concluimos que

~ b4
A= > 1. 4
sen T (4)
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Mas, como sen A < 1 por definigao, segue que devemos ter
sen A = 1, de modo que A= 90°.

Por outro lado, sendo sen A =
forcam termos

1, as relagoes em (@)

b2+
2c
de maneira que b = ¢. Entao, ABC é retangulo em A e
isésceles de base BC, de sorte que

180° —90°  90°

2 2

O

Terminamos este material apresentando uma outra
férmula 1til para o calculo da area de um tridngulo qual-
quer, conhecida como férmula de Herao. Tal férmula
expressa a area em funcao apenas das medidas dos lados
do triangulo.

Corolario 8. Se ABC ¢ um triangulo de lados a, b, c e
semiperimetro p, entao

A(ABC) \/p (p—0)(p—rc).

Prova. Prlmelramente utilizando o Coroldrio Bl e a rela-
cdo sen?A = 1 — cos® A, obtemos:

besen A

A(ABC) = 2A(ABC) = besen A

= 4[A(ABC)]? = b*c*sen A
= 4[A(ABC)]? = b*c*(1 — cos® 121\)

Agora, aplicando a Lei dos Cossenos, temos

b% + % —a?

a® =b%+ 2 — 2bc cos A = cos A =
2bc

Substituindo tal expressao para cos A no segundo mem-
bro da igualdade

4[A(ABC))? ~

2.2 =1—=cos?A

e aplicando as férmulas para o quadrado da soma de dois
termos e para a diferenca de dois quadrados, obtemos su-
cessivamente:

4[A(ABC)? A (b2 +c2 — a2)2
b2c2 N 2bc

2 2 _ 2 2 2 _ 2
:(1+b+2cbc a)(l_b+20bc a)

2 2 — a2\ /2bc — b — % + a?
:(2bc+b +c a)( )
_ [(b+ 0)22—170(12} [a® = (b —¢)?] e

4b2¢2

_ (b+c+a)(b+c—a)(a—i—b—c)(a—b—i—c).

4bh2c2

Recordando que 2p = a+ b+ ¢, temos b+ c—a =
2p — 2a = 2(p — a) e, analogamente, a + b — ¢ = 2(p — ¢),

a—b+c=2(p—0b). Entao,
A[A(ABC)>  2p-2(p—a)-2(p—c)-2(p—b)
b2c2 o 4bh2c2
_ Mp(p—alp—b)(p—c)
N Ab2c?
_4p(p—a)(p—b)(p —©)
b2c2 '

Por fim, cancelando % em ambos os membros da igual-
dade

A[A(ABC)2  4p(p—a)(p—b)(p—c)
b2c2 o b2c2 ’

ficamos com

[A(ABC))? = p(p=a)(p=b)(p — ¢,

e a formula de Herao segue apds extrairmos raizes quadra-
das em ambos 0s membros dessa iltima igualdade. O

Exemplo 9. Cualcule a drea do triangulo escaleno ABC
cujos lados medem 13 cm, 14 cm e 15 cm.

Solugao. Vamos usar a férmula de Herao, para o que
comecamos calculando o semiperimetro p do triangulo:

13+14+15 42

_+ld+le 42 21.

2 2

Agora, temos

A(ABC) = /21(21 — 13)(21 — 14)(21 — 15)
=121-8-7-6=124.32.72
=92.3.7=284.

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas pelo menos duas
sessoes de H0min para expor o conteido deste material.
Explique o caso em que o tridngulo ABC é obtusangulo
tanto no Teorema 2] quanto no Corolério Bl pois, embora
os argumentos sejam analogos, é importante que os alunos
compreendam o porqué dessa analogia. Recomendamos
também que, ao expor os exemplos, sejam sempre ressal-
tados os momentos nos quais o Teorema 2] ou os Coroldrios
e [}l estao sendo utilizados.

As referéncias a seguir contém mais exemplos e proble-
mas de variados graus de dificuldade, envolvendo a Lei dos
Senos.
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Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 2: Geometria Euclidiana Plana. Rio de Janeiro,
Editora S.B.M., 2013.

2. G.lezzi. Fundamentos de Matematica Elementar, Vo-
lume 3: Trigonometria. Sao paulo, Editora Atual,
2013.

http://matematica.obmep.org.br/ 5 matematica®@obmep.org.br



	A Lei dos Senos

